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UNIDAD N°1 NUMEROS REALES MODULO DE MATEMATICA

UNIDAD N21:
CONJUNTOS y NUMEROS REALES

NOCIONES DE CONJUNTOS

Un conjunto es una coleccion de objetos que tienen una caracteristica en comun y éstos se
denominan elementos o miembros del conjunto.

En aritmética y en dlgebra los elementos de un conjunto por lo general son nimeros. Cuando nos

referimos a los conjuntos empleamos { } para encerrar a los elementos (o descripcion de la

caracteristica comun de los mismos) y el uso de las letras mayusculas para nombrar los conjuntos.
Los elementos se escriben separados por comas, pueden ir en cualquier orden y figuran una sola

vez.
Ejemplos:

A ={vocales del abecedario} Descripcion verbal. Por comprension.

A={a,e,i, o, u} Listado. Por extension.

A={x/xesvocal} Notacion constructor de conjunto. Por comprension.

El simbolo € indica pertenencia de un elemento a un conjunto y € significa que no pertenece. Si
observamos los conjuntos dados anteriormente, @ € A se lee “a es un elemento del conjunto A”;

en cambio b & A se lee “b no es un elemento del conjunto A”.

El cardinal de un conjunto es el nimero de elementos que posee. A tiene 5 elementos, por lo tanto,
el cardinal de A es 5y se simboliza |4A| = 5

Formas de describir un conjunto

= Descripcidn por extensién: se realiza nombrando todos los elementos del conjunto.
Esto sélo puede hacerse cuando el cardinal del conjunto es finito.
Ejemplo: A={1, 3,5, 7}

= Descripcidn por comprension: se realiza especificando o enunciando una propiedad que
identifique a todos los elementos del conjunto. En el caso que el cardinal sea muy grande
o no es finito, es necesario emplear esta notacién haciendo uso de una descripcidn.
Ejemplo:A={xeN/xesimparyl<x<7}

Se lee: A es el conjunto cuyos elementos son los nimeros naturales, impares y comprendidos
entre el 1y el 7 incluyendo ambos.
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Conjunto referencial

Cuando hablamos, por ejemplo, del conjunto {1, 2, 3, 4} podemos decir que nos estamos refiriendo
a elementos del conjunto N como conjunto de referencia o conjunto referencial de los nimeros
considerados. También podriamos haber dicho que nos estamos refiriendo a nimeros naturales
menores que 10, o a nimeros naturales menores que 100. Es decir, tanto el conjunto N como el
conjunto B ={1, 2, 3,4,5,6, 7,8, 9} como el conjunto C = {x € N / x < 100} pueden ser elegidos
como conjunto de referencia al hablar del conjunto {1, 2, 3, 4}

Para elegir el conjunto referencial de una situacidn, bastara con que todos los elementos que se
quieran considerar en esa oportunidad estén en el referencial elegido.

Igualdad de Conjuntos

Los conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos y se denota A =B

Ejemplo: A={x€Z/-2<x<5}

B={x€Z/-1<x<4}
Siendo Z el conjunto de los numeros enteros, resulta que A = B ={-1, 0, 1, 2, 3, 4} puesto que
ambos conjuntos tienen los mismos elementos.

Conjunto Vacio

Es el conjunto que no tiene elementos y se lo denota con el simbolo: @

Ejemplo: A ={x: x es una persona mayor que su abuela}

B={x€Z: x esmultiplode3y-1<x<2}.
Definido el conjunto B de esta manera, no existe ninglin numero entero que cumpla la condicién
dada ya que los enteros comprendidos entre -1y 2 son 0y 1, los cuales no son multiplos de 3.

Porlo tanto, A=B ={ } = @.

Conjunto Universal

Es el conjunto de todos los posibles elementos del tema en estudio y su simbolo es U.

Ejemplo: El conjunto de todos los nimeros reales. El conjunto de los meses del afio.

Representacidn grafica de un conjunto

Para representar graficamente a los conjuntos se suele utilizar los diagramas de Venn.
Ejemplo: C ={a, e i o, u}

C
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Este tipo de representacidn brinda la ventaja de analizar con mayor claridad la relacién entre dos
0 mas conjuntos y favorece la obtencién de conclusiones.

Subconjunto

Si todo elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, entonces se dice que A
es un subconjunto de B y se denota como:
ACB

Esto se lee: “A es subconjunto de B”, “A estd incluido en B”, “A estd contenido en B”, “B incluye a
A” 6 “B contiene a A”.

Ejemplo:
* Los numeros enteros son un subconjunto de los numeros reales: Z c R

OPERACIONES CON CONJUNTOS

1. Interseccion

Dados dos conjuntos A y B, se denomina interseccién de A y B al conjunto formado por todos los
elementos que pertenecen a Ay que pertenecen a B.

O sea, se refiere a los elementos comunes de ambos conjuntos y se denota: AN B

ANB={x/x€Ay x €B}
Graficamente:

ANB U

A B

Ejemplo: Dados los conjuntos Ay B, realizar la interseccion de A y B.
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A=1{23,5,7} B =1{2,4,6,8}
ANB ={2}
U A B

2. Uniodn

Dados dos conjuntos Ay B, se llama unién de Ay B al conjunto formado por los todos los elementos
que pertenecen a A o que pertenecen a B.

Es decir, el conjunto resultante de la union de Ay B que se simboliza A U B, contiene los
elementos que pertenecen a A o que pertenecen a B 6 a ambos conjuntos.

AUB={x/x€A o x €B}
Graficamente:

AU B U

Ejemplo:
A=1{2,3,57} B ={2,4,6,8}

AUB =1{2,3,4,5,6,7,8}

U A B
4
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3. Diferencia

Dados dos conjuntos A y B, se denomina diferencia A — B, al conjunto formado por los elementos
que pertenecen a Ay no pertenecen a B.

A—B={x/x€A o x¢&B}

Graficamente:

Ejemplo:
A=1{2,3,57} B ={2,4,6,8}

A-B={3,57}

4. Complemento

Si A es el subconjunto del conjunto universal U, se dice que el complemento de A (relativo a U), es
el conjunto formado por todos los elementos de U que no pertenecen a A.

AC=A ={x€U/x¢A}

Graficamente:

Ejemplo: SeaU =N

SiA={x€N/x>10}entonces A=A ={x €N /x < 10}
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PROPIEDADES

Propiedades de la inclusion

i)AcA
iNgcA

iilAcB=>BcA ; sb6losiA=B
ivVAcByBcD = AcD

Propiedades de la unién e interseccion

i) Identidad AUQD=A AnU=A
ii) Idempotencia AUA=A AnA=A
iii) Conmutativa AUB=BUA ANB=BNA
iv) Asociativa (AUB)UD=AU (BUD) (ANnB)nD=ANn(BNnD)
v) Distributiva (AUB)NnD= (AnB)UD=
(AnD)U (BN D) (AuD)n (BUD)
vi) Absorcion AU(ANB)=A ANn(AUB)=A
vii) Complementaridad AUA=U ANnA°=0Q

CONJUNTOS DE NUMEROS

NUMEROS NATURALES
Los denominados Numeros Naturales son los primeros numeros que se aprenden, sonel 1, 2, 3, 4...
etc. Fueron los primeros niumeros inventados por la humanidad para contar u ordenar los elementos
de un conjunto no vacio.
A los nimeros naturales los simbolizamos con la letra N
N={1,23,4,5,..n,...}
Operaciones
La sumay el producto de nimeros naturales son siempre naturales.
En cambio la diferencia no siempre es otro natural. Simbdlicamente:
eSiaeNybeN, entoncesa+beN(aybsellaman términos o sumandos)
eSiaeNybe N, entoncesa.b €N (ayb se llaman factores)
Ejemplo:
a) 2+4=5¢N
b) 3.5=15¢N
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0

c) 4-4=0 €N

d) 39=-6¢N

NUMEROS ENTEROS

Para dar solucién al problema que se presenta al restar numeros naturales donde el
minuendo es igual o menor al sustraendo, se crearon otros nimeros que amplia al
conjunto de numeros naturales. Se agregan el nimero cero y los nimeros opuestos a los
naturales. Este nuevo conjunto numérico recibe el nombre de enteros y lo simbolizamos
con Z.

El conjunto de los nimeros enteros esta formado por la unién de los naturales, el cero y
los opuestos de los naturales.

Simbdlicamente se expresan 2=1{...-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,...}

Los numeros enteros permiten contar nuevo tipo de cantidades (como los saldos
acreedores o deudores) y ordenar por encima o por debajo de un cierto elemento de
referencia (las alturas sobre o bajo el nivel del mar o temperaturas superiores o inferiores

a 0 grados, los pisos de un edificio por encima o por debajo de la planta baja, etc.).

Operaciones

La sumay el producto de nimeros enteros siempre da como resultado otro entero.

Ejemplos:

a) 4+5=9 d 4.9=36

b) 3-7=-4 e) (-2).(-3)=6
c) -5+8=3 f) 2.(-5)=-10

La diferencia a — b es considerada como la suma del minuendo mas el opuesto del
sustraendo a—b=a+(-b) donde aes el minuendoy b es el sustraendo

Ejemplos:

a) 9-10=9+(-10)=-1 ¢ (-2)-5=-7
b) 8—(-5)=8+5=13 d) (-2)—(-5)=(-2)+5=3

La divisidn entre los enteros ay b, con b# 0, arroja como resultados dos nimeros enteros
Llamados cociente (c) y resto (r). Se denomina dividendo a ay a b se le dice divisor.

La division se puede expresarcomo: a=b.c+r

Se dice que la divisidn es exacta, si “a es multiplo de b”, y “a es divisible por b”, 0 “b es

factor de a” o que “b divide a a”.
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Ejemplos:
a) —20es multiplode5 e) 30es multiplode 6
b) 8esfactorde—32 f) 9 tiene como divisores * 1, +3, +9
c¢) 3esdivisorde-9 g) El5tiene infinitos multiplos: {5, 10, 15, ...}
d) 1ly-1lsondivisoresden,neZ h) nesdivisorden,n€Z nes #0

La division por cero no esta definida paraa/by b #0. Ejemplo2:0 y0:0 no existe !!!

Regla de los signos

Para la adicion Para la multiplicacién o Producto
+(+a)=+a (+a).(+b) =+a.b
(-a)=+a (-a).(-b)=+a.b
+(-a)=-a (+a).(-b) =-a.b
(+a)=-a (-a).(+b) =-a.b

En el conjunto numérico de los nimeros enteros no siempre es posible la division
entonces aparecen los nimeros Racionales.

NUMEROS RACIONALES

Los nameros Racionales o también llamados Fraccionarios se crearon para indicar una
parte de algo, se pueden escribir como el cociente de dos enteros.

Q:{%/a,beZy b;tO}

En simbolos

Los nimeros racionales representan partes de un todo
Las partes sombreadas de los siguientes objetos estdn representadas por nimeros
Racionales

Ejemplos:

2

|
O~
©|w
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0

Los nimeros racionales es un conjunto denso.

Entre dos numeros racionales hay infinitos nimeros racionales. Esta afirmacién podria
justificarse sencillamente si tenemos en cuenta que la suma de racionales es siempre otro
racional, el promedio serd otro racional y estara comprendido entre ellos.

Podriamos continuar indefinidamente el procedimiento de promediar dos numeros
racionales encontrando siempre que hay otro racional entre dos racionales por mas

proximos que estén. Por ello decimos que Q es un conjunto denso

NUMEROS IRRACIONALES |

Todos los niumeros racionales estan representados por puntos sobre la recta numérica
pero, étodos los puntos de la recta son representaciones de numeros racionales?
La respuesta es NO!!! Existen otros nimeros que junto a los racionales completan la recta
numeérica. Ellos son los nimeros irracionales.

Los Numeros Irracionales son los nimeros que no se pueden expresar como fraccion.
Luego a raiz de problemas geométricos se crearon los Numeros Irracionales, ellos no
pueden representarse de ninguna de las formas hasta ahora vistas y son algunos de ellos
V2, V3, -V5,m, etc.

Es cualquier niUmero real que no es racional, es decir, es un nimero que no puede ser
.z a
expresado como una fraccion ; donde “a” y “b” son enteros, con b # 0 y donde esta

fraccion es irreducible.

Tras distinguir los nimeros componentes de la recta real en tres categorias: (naturales,
enteros y racionales), podria parecer que ha terminado la clasificacién de los numeros,
pero aun quedan "huecos" por rellenar en la recta de los nimeros reales.

Los numeros irracionales son los elementos de dicha recta que cubren los vacios que
dejan los numeros racionales.

Los numeros irracionales son los elementos de la recta real que no pueden expresarse
mediante el cociente de dos enteros y se caracterizan por poseer infinitas cifras decimales
gue no siguen un periodo definido. De este modo, puede definirse nimero irracional
como decimal infinito no periddico.

Toda expresidon en numeros decimales es solo una aproximacién en nimeros racionales
al ndmero irracional referido, por ejemplo, el nimero racional 1.4142135 es solo una
aproximacion a 7 cifras decimales del niUmero irracional raiz cuadrada de 2, el cual posee

infinitas cifras decimales que no siguen un periodo.

&= FICA- UNSL
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Entonces, decimos con toda propiedad que el nimero raiz cuadrada de dos es
aproximadamente igual a 1,4142135 en 7 decimales, o bien es igual a 1,4142135..., es
decir, los tres puntos hacen referencia a los infinitos decimales que hacen falta y que
jamas terminariamos de escribir.

Debido a ello, los mas célebres nimeros irracionales son identificados mediante simbolos
especiales; los tres principales son los siguientes:

1. m (pi): relacidn entre el perimetro de una circunferencia y su diametro.

. 1\"
2. e (numero de Euler): e = lim (1 + ;)

n—oo

1++/5

2

3. @ (numero aureo): ¢ =
Ubicacion exacta de \/E
Con ayuda del Teorema de Pitdgoras podemos ubicar de manera exacta a \/E .

Si construimos un tridngulo rectangulo de catetos unitarios, la hipotenusa mide \/E .

Luego con ayuda de un compas trasladamos la medida de la hipotenusa a la recta real.

. Teorema de Pitdagoras
_ E En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la
\2 ! ‘ 1 \\‘ hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
¥ : de los catetos.
- —
I i

Entre los racionales y los irracionales se completa la recta numérica. Es decir, ya no queda
ningun punto sobre la recta al que no le corresponda ya sea un nimero racional o un nimero
irracional. Es por ello que se considera que si se unen los dos conjuntos, esto es, racionales
mas irracionales se forma un nuevo conjunto.

Definicion

El conjunto de los Nimeros Reales es la unidn del conjunto de los Racionales al conjunto de los

Irracionales. Simbdlicamente: R =Q U [

N Naturales
L Enteros
Q Racionales \ Enteros Negativos
R REALES ¢

Fraccionarios

Irracionales

@ FICA- UNSL
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Numeros Racionales (Q)
1/5;0,2;2/9

Numeros Irracionales (1)
T € ...

()

Numeros Enteros

Numeros Naturales

(N)
wr-3,-2,-1,0] 1,2,3,4....

CARACTERISTICAS DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES
«/ Es un conjunto infinito

+ No tiene primero ni tltimo elemento

+ Es un conjunto denso, entre dos nlmeros reales, existe siempre un nimero
infinito de numeros reales.

+/ El conjunto de nimeros reales completa la recta numérica ya que, si sobre
una recta fijamos un origen y un segmento unidad, a cada numero real
corresponde un punto en la recta y a todo punto de la recta corresponde un
numero real.

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

Propiedades conmutativa y asociativa respecto a la suma y al producto

= Conmutativa

atb=b+a

a.b=b.a

= Asociativa

(a+b)+c=a+(b+c)

(@a.b).c=a.(b.c)

= Distributiva

a.(b+c)=a.b+ac

(b+c) .a=b.a+c.a

4+7=7+4

(4+3)+2=4+(3+2)

(4.3).2=4.(3.2)

4.(5+42)= 4.5+4.2
(4+5).2=4.2+5.2

Cuando se suman dos numeros el orden no
importa
Cuando se multiplican dos niumeros el orden no

importa

Cuando se suman tres numeros, no importa

cuales de ellos se suman primero

Cuando se multiplican tres numeros, no

importa cuales de ellos se multiplican primero

Cuando multiplicamos una suma de dos
numeros, obtenemos el mismo resultado si
multiplicamos el nimero por cada uno de los

términos y luego sumamos los resultados.

@ FICA- UNSL
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e Existen numeros reales que son neutros respecto de la sumay el producto.
0 es el neutro respecto de lasumapuesa+0=a
1 es el neutro respecto del producto pues a.1 =a
e Todos los nimeros reales tienen opuesto, excepto el 0, y todos tienen reciproco.
—a se dice inverso aditivo u opuesto de a
1/a se dice inverso multiplicativo o reciproco de a

e Ladivision de numeros reales NO goza de las propiedades conmutativas ni asociativa.

(=] w e

IR

@ Unidad 1 - Nimeros Reales

Ejemplos:
1) 4:525:4 2)8:(4:2)%(8:4):2
® Pero goza de la propiedad distributiva a la izquierda.
(Sélo es valido distribuir el divisor en las sumas y restas presentes en el dividendo)

+2
c

atb a
(atb):c=a:cth:c c ¢

Ejemplos:
V3+3_V3 2a-3b 2a 3B _ b

a
a 3 3 2 2 2 2

REPRESENTACION EN LA RECTA REAL

Es posible establecer una relacién biunivoca (1-1) entre el conjunto de los nimeros reales
y los puntos de una recta, asi el conjunto de los nimeros reales se puede representar
graficamente sobre una recta denominada “recta real” o “recta numérica”.

Para construir una recta numeérica, se traza una recta horizontal, se elige un punto arbitrario
al cual se le asigna el nimero cero (0) y se escoge un segmento unidad para tabular la recta.
Este punto que representa al cero, divide la recta en dos semirrectas opuestas, a la derecha
generalmente se ubican los nimeros reales positivos y a la izquierda los nimeros reales
negativos.

A cada numero real le corresponde un Unico punto de la recta real y a cada punto de la
recta numérica representa un Unico nimero real.
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-3-2-1 0 1 2 3

VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL

La notacion |x| se emplea para expresar el valor absoluto de un nimero real.

x| = { xsix=0
—xsix<0
Geométricamente, el valor absoluto de x es la distancia entre el punto de la
recta representativo del nimero x y el punto que representa el cero.

Ejemplo:

El valor absoluto de un nimero representa su distancia al cero en la recta real, sin importar el

signo.
x| =2esx=-206x=2
. . . . S
-2 -1 @ 1 2
Ejemplo:

Six? =49, |x| =vV49,x =7yx =-7

ORDEN Y NOTACION DE INTERVALO

Al representar los nimeros reales en la recta numérica, se puede observar que este conjunto
es ordenado. Es decir, que dados dos nimeros reales ay b, se puede determinar siempre una

relacion de igualdad, menor o mayor. Esto significa que se comprueba una de las siguientes
desigualdades:a<boa<boa>boaz2b

Orden de los numeros reales

Sean ay b cualesquiera dos nimeros reales.

Simbolo Definicion Se lee

a>b a - b es positivo a es mayor que b

a<b a - b es negativo a es menor que b

azb a - b es positivo o cero a es mayor o igual que b
a<bh a - b es negativo o cero a es menor o igual que b

Son simbolos de desigualdades: >, <, 2, <

Una propiedad importante para comparar dos nimeros reales es la Ley de Tricotomia.
Ley de Tricotomia

@ FICA- UNSL
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Sean a y b cualesquiera dos numeros reales. Sélo una de las siguientes expresiones es

verdadera:

a<b, a=b, oa>b.

Es posible utilizar las desigualdades para expresar distintos intervalos de nimeros reales. Por

ejemplo:

a)

b)

d)

x < 3 la variable puede tomar cualquier valor de todos los nimeros reales
menores que 3.

-101234

-4 < x < 2 expresa que la variable x puede tomar cualquier valor de
todos los numeros reales entre -4 y 2 incluyendo al -4 .

r|||II||I >
L|||||)||| >

-4-3-2-101234

-1<x<1,5representa el intervalo de todos los nimeros reales que estan
entre-1y1,5.

4' | L ! .
<
-2 -1 0 1
x>0 es el intervalo o el conjunto de todos los numeros reales mayores o

iguales a cero.
f

L >

0

Existen distintos tipos de intervalos o conjuntos numéricos que se pueden
representar con desigualdades, analiticamente o graficamente. Pueden ser
acotados o no acotados.

Intervalos acotados de numeros reales

Sean ay b numeros reales donde a < b.

0

&= FICA- UNSL
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intervalo intervalo desigualdades

[a, b] Cerrado asxs<bh C_ i I
C = I
a b

(a,b) Abierto a<x<b ( \ .
\ J
a b
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[a, b) Semi-abierto o asx<b [ \ >
semi-cerrado a ?
(a, b] Semi-abierto o a<x<b / | >
semi-cerrado \ J
a b

Los numeros ay b son los extremos de cada intervalo.
Los simbolos —o< (infinito negativo) y oo (infinito positivo), no son ndmeros reales, pero nos
brindan la posibilidad de emplear la notacién de intervalos no acotados.

Intervalos no acotados de numeros reales

Sean a y b nimeros reales.

Notacidon de
intervalo

Tipo de
intervalo

Notacion de
desigualdades

Grafica

Cerrado por

x=a

[a.%)

izquierda y no
acotado por
derecha

rma

s}

Abierto por X>a
iZguierda y no
acotado por
derecha

—

Cerrado por
derecha vy no
acotado por
iZguierda

(<o)

L

o

L J

Abierto por x<bh
derecha vy no
acotado por

izquierda

(~.b)

""-.,_‘______,..-f

v

Cada uno de estos intervalos tiene exactamente un extremo a o b.

ORDEN DE OPERACIONES
Para resolver operaciones aritméticas, se debe respetar ciertas reglas:

1. Primero resolver todo lo que esté dentro de simbolos de agrupacién.

@ FICA- UNSL
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2. Evaluar las expresiones exponenciales.
3. Hacer todas las multiplicaciones y divisiones en orden de izquierda a derecha.

4. Hacer todas las sumas y restas en orden de izquierda a derecha.

Ejemplo:
6+2.(32-1)
6+2.9-1)
6+2.8
6+ 16
22

Orden en el conjunto R
R es un conjunto ordenado. Esto es, dados dos nimeros reales a y b vale una y solo una de las siguientes
afirmaciones: a <b a>b a=b>b
Propiedades de la Igualdad en R
e Sisumamos o multiplicamos a ambos miembros de una igualdad por una misma constante se
obtiene otra igualdad
Sia=b,entoncesa+c=b+c
Sia = b, entoncesa.c = b.c
Ejemplo:
Como 8 = \/5.\/§, entonces se tieneque 8+ 1 = V8.4/8 + 1
Como 4 = /16, si multiplicamos ambos miembros por 3, la igualdad se conserva 4.3 = 1/16.3
e Si sumamos o multiplicamos miembro a miembro dos igualdades se obtiene otra igualdad
Sia=byc=d,entoncesa+c=b+d
Sia=byc=d,entoncesa.c=b.d
Ejemplo:

4=v2.8 y 8=V8./8 = 4+8=+8.(v2+8)
y 4.8=v2.(v8)’ = 32=v2.8.4/8 = 32=8.V16

e Propiedades de la desigualdad
+/ Si a ambos miembros de una desigualdad se le suma una misma constante, la desigualdad se
mantiene.

Sia<b = a+c<Db+c

Ejemplo:

@ FICA- UNSL
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1<vV3 = 1+2 <243

+/ Si a ambos miembros de una desigualdad se multiplica por una misma constante positiva la

desigualdad se mantiene

Sia<by ¢c>0 = a.c< bc

Ejemplo:

1<v3 = 1.2<2.43

+/ Si a ambos miembros de una desigualdad se multiplica por una misma constante negativa la

desigualdad cambia de sentido

Sia<b y ¢c<0 = ac>bc

Ejemplo:

1<V3 = —-1.2>-2.\3

OPERACIONES CON RACIONALES Q

Sumay resta

a ¢ a+c Para sumar fracciones con igual denominador se suman los
) S+2=222
) b b b numeradores
q b Para sumar fracciones con distinto denominador, se encuentra el
a Cc a C.
2) E * E = m * E = comun denominador y luego se resuelve
ad+cb
b.d
Ejemplos:
3 7 1 3+7+1 11
1) ~+-+-= ==
4 4 4 4 4
1 5 6+15+36 57
2) o +2=T =
3 6 18 18

Producto y cociente

@ FICA- UNSL
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Para multiplicar se efectua el producto de los numeradores y

1) ac_ac
b'd bd de los denominadores.
ac ad ad Para dividir fracciones se multiplica por el reciproco del
2) —i—=——=—
) b d bc bc divisor.
Ejemplos
1) 73_13_121
5'4 54 20
3 5 3.4 12 6
2) -t =—m ===
2 4 2.5 10 5

POTENCIACION Y RADICACION

Potenciacion

La operacion de la potenciacidon se define como un producto particular. Sea a € Z , n € N, se define la

potencia enésima de a como el nimero a™ que es el resultado de multiplicar a por si mismo n veces.

a" =a.a.a..a(nveces)|

a se denomina base y n se denomina exponente.

Propiedades

e Sia#0,entonces a’® =1

e Producto de potencias de igual base, se suman los exponentes

a.a™ = g"tm

e Cociente de potencias de la misma base se restan los exponentes

at:am =qt—™m

® Potencia de un producto se distribuye la potencia

(a.b)™ = a™.b"

e Potencia de un cociente se distribuye la potencia

(a: b)™ =a™: b"

e Potencia de potencia se multiplican los exponentes

e a!
1
a™=
* @n
[ ] a; = n\/am
@ FICA- UNSL
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Radicacion
Seaa €Z, ne€N, se define la raiz enésima Ya como al nimero que elevado a la potencia n da como

resultado

Ya=bob"=a

a se denomina radicando y b se denomina indice.

La radicacién de nimeros no siempre es otro entero.

Ejemplo: (\/§)3 =2y V5 no es un entero.

La radicacion goza de las siguientes propiedades, siempre que las raices involucradas estén definidas.
Propiedades

° Distributiva respecto al producto y reciprocamente

Va.b.c =%a.Vb.%c

Ejemplos:
V49=v36=6=V4./9=2.3=6
V9.V/16 =3.4=12=/9.16 = V144 = 12
° Distributiva respecto al cociente y reciprocamente
Va:b="a: Vb
Ejemplos:
V100 : 25 = /100 : /25
V4=10:5=2
° Raiz de raiz, los indices se multiplican
m’n =" %
Ejemplos:
4 3 12
Vs = %5
iCuidado!

La potenciacidn y la radicacion no son distributivas respecto a la suma ni a la resta.

@ FICA- UNSL
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A continuacion, se plantean situaciones de cdlculos correctos e incorrectos.

Calculo Correcto Calculo Incorrecto
(2+4)2=6% =36 (2+4)2=224+42=4+16=20
(2-4)2=(-20 =4 (2-4)2=(2) -(4)*=4-16=-12
64436 =+/100 =10 J64++/36 =8+6=14
V100-36 = /64 =8 J100-36 =100 —+/36 =10-6=4

Simplificacion
En una suma o resta no se puede simplificar NUNCA un término del numerador con un término o divisor del

denominador.

4+5 3+2 3-2
Ejemplos: 16+5 No 5-2 no 5+2 nNo

En una multiplicacion o divisiéon si se puede simplificar un factor del numerador con un divisor del

denominador.

4.5

Ejemplo: 16-% si

Simplificacién del indice de la raiz con el exponente del radical

@ =

Ejemplo: V92 =9 =3

Notacién decimal
Todo ndamero racional puede expresarse en notacidon decimal ya sea exacta o periddica.

Conversion de un numero decimal a fraccion:

Regla Ejemplo

@ FICA- UNSL
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Numero Decimal

En el numerador se coloca el nimero 035 35
Exacto sin comas y en el denominador se 7100
coloca el 1 seguido de tantos ceros 2124
) _ 2124 = ——
como como cifras decimales tenga el 1000
ndmero
En el numerador se coloca la diferencia 56
0,565656...= —
Puro entre la expresion sin lacomay la 99
parte anterior al periodo y como _ 145-14 131
145=——=—+-
Periddico denominador tantos 9 como cifras 9 9

tiene el periodo.

En el numerador se coloca la diferencia _ _
24,25 = 2425242 _ 2183

Mixto | entre la expresion sin comay la parte 90 90

anterior al periodo y en el

denominador tantos nueves como cifra _
10353535.. 1035-10 _ 1025

tiene el periodo y tantos ceros como 990 990

cifras tenga la parte no periddica

OPERACIONES CON NUMEROS IRRACIONALES

Radicales.

Las operaciones de suma, diferencia, producto, cociente y potenciacién de nimeros Irracionales no siempre
arrojan como resultado otro irracional. jAlgunas veces los resultados son racionales!

Los radicales son los numeros irracionales como:

Ejemplos:\/i ) \/§ ’ % ) W

Radicales semejantes.
Dos radicales son semejantes cuando tiene el mismo radicando y el mismo grado.

Ejemplos: V2 , V5 , 42 , 52

En cambio, los radicales \/§ , 5\/§ , 4\/7 son radicales no semejantes.

@ FICA- UNSL
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Algunas propiedades de radicaciéon
. n . , . . .
Si Va y Vb existen en el campo de los nimeros Reales, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a)

b)

Distributiva respecto a la multiplicacion.

Na.b=%a.Vb

Ejemplo:

Vex =38.Vx

n\/ﬁ
b

Distributiva respecto a la division.

Va

Vb

siempreque b + 0

Ejemplo:
100 V100 10
25 25 5

MODULO DE MATEMATICA

2

Simplificacién de indices: siempre que la potencia y el indice sean multiplos.

Ejemplo: V415 = 43

Simplificacion de radicales
Para simplificar radicales a su mas simple expresion se descompone en sus factores primos.

Ejemplo: Descomponer v60

60 | 2
30 | 2
15 | 3
5 | 5
1 -
Luego:
V60 = +/22.3.5
V60 =+/22.4/3 .5
V60 = 2.v/3.5
V60 = 2.4/15
& FICA- UNSL
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Extraccidon de factores fuera del radical
Para extraer factores fuera del radical se pueden hacer en aquellos casos en que el exponente del factor es
mayor o igual que el indice del radical. Se divide el exponente por el indice, el cociente resulta ser el exponente

del factor que sale y el resto es el exponente del factor que queda en el radicando.

al? = a53\/a_2
Ejemplo: \/27y5z* = 3.y2.2* = 3.y2.22.\[3y

Observacidn: Siempre para extraer factores fuera del radical la potencia debe ser igual o mayor al indice y los

valores numeéricos se deben descomponer.

Introduccidn de factores dentro del radical

Para introducir factores dentro del radical se multiplica el exponente del factor por el indice del radical

Ejemplo: a3.b.Va.b3.c® = Va.b3.¢c5.al2.b* = Va'3.b7.c5

OPERACIONES CON RADICALES
Suma algebraica
Para efectuar la suma algebraica, se simplifican los radicales, luego se reducen los radicales semejantes y por

ultimo se escriben los radicales no semejantes con su propio signo

Ejemplos:
a. 3V2+4+5V2-6V2=2V2
b.

163 — 5vV27 + 2V12 =
16v3 — 5¢/3% + 24/22.3 =
16V3 — 5.3V3 +2.2v/3 =
16v3 — 15V3 + 4v3 = 5V3

—V24 - V16 + V54 =
—V23.3-324+3/2.33 =
—2¥3-2Y2+3V2=32-233

Multiplicacion de radicales
Para multiplicar radicales se multiplican los coeficientes entre si luego se multiplican los radicandos si las raices

tienen el mismo indice, en caso de que las raices no tengan igual indica se debe sacar el comun indice.

@ FICA- UNSL
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Ejemplos:

a. 235.4.325=8.3125=8.VY53=8.5=40

2 1
§w/x.y2.z.f/x2.y =
2

'R Vx3.y6.xt. y6 =

Division de radicales

Para dividir radicales de igual indice se dividen los coeficientes entre si, luego los radicando.

Si los radicales tienen distinto indice se saca primero el comun indice y luego se sigue operando como se indicé
en el parrafo anterior.

Ejemplos:

3 v2 . o [3zyr_ [z2 _z |1
a. \/3.23.y2:6.2.y —J _\/Z.yz_y' 5

6.z.y*

4 le 12 [33x6y3 12 [27x6
b. 24/3x%2y:—=3/zy2 = —6 =—6
y 3 y Zzy4 ZZy

o Unidad 1 - Operaciones con Radicales

Racionalizacién

Cuando tenemos una expresion en la cual aparece un radical en el denominador y queremos encontrar una
expresion equivalente a esta, en la cual no aparezca el radical en el denominador decimos que hemos
racionalizado el denominador.

A continuacidn, veremos algunos ejemplos:

@ FICA- UNSL
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UNIDAD N°1 NUMEROS REALES MODULO DE MATEMATICA

e El denominador es un radical cuadratico unico: Se multiplica tanto ese numerador como el
denominador por ese radical, y se realizan todas las operaciones y simplificaciones necesarias para

obtener un denominador racional.

o _a Vb _ aVb _a'b

Vb Vb'Vb o (yB)? b
o Eldenominador es un radical tinico de indice mayor que 2 de la forma Y/a™ (n > m): Se multiplica

numerador y denominador por un radical de la forma Y/a®™, para seguir operando y simplificando
hasta obtener un denominador racional.
5
a _ a Vb3 . a.3b3 _ayb?
82 8p2 " Y53 8/p5 b

e El denominador es un binomio en el que aparecen uno o dos raices cuadradas: Se multiplica

numerador y denominador por su conjugado, y se realizan las operaciones y simplificaciones

necesarias.

Ejemplos:
3 3 (2+4vb) _ 3.(2+Vb)
3l 2—vb  2-vb "(2+Vb)  4-b

% — _° (Ja-vb) _ a(Va—Vb)
)Javb ~ Jaivb ' (Ja—b) _  a-b

@ Unidad 1 - Racionalizacion

tividad 1: Cudles son los elementos de:

A
% a) El conjunto de los dias de la semana.
[E: b) El conjunto de las estaciones del afio.
C) Los niumeros impares menores a 11.
@ FICA- UNSL
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UNIDAD N°1 NUMEROS REALES MODULO DE MATEMATICA

d) Los nimeros pares mayores a 10 y menores a 20.

Actividad 2: ¢ Cuales de los siguientes conjuntos son: vacios, unitarios, finitos, infinitos?

a) A={x/xes dia de la semana}

b) B = {vocales de la palabra vals}

c) C={1,3,5,7,9,..... }

d) D ={x/ x es un habitante de la luna}
e) E={x e R/ x< 15}

f) F={x e N/5<x<15}

g) G={x € N/x > 15}

Actividad N° 3: Siendo los conjuntos A = {a,b,c,d}, B={a, b,1} y C={1,2,3}

a AUB

b. BnC

¢. BnC(AUB)UC
d (AuB)nC

Actividad N2 4: Completen con una X a qué campo numérico pertenecen los nimeros indicados.

24|65 | 5| 11n | 912 [ 0,32 | V2 -v2 | -(-4)+5 V3 |y
' T
N
Z
Q
|
R

Actividad N25: Dados los siguientes nimeros

-1

1
1,5; =3,124 ; =9 ; (5) s e 1002 ; V11 ; 7 ; 30.125 ; —1.33333...

A. Indiquen:

@ FICA- UNSL
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a) Los niumeros enteros que no son naturales

b) Los nimeros racionales que no son enteros

c) Los numeros reales que son racionales

d) Los numeros reales que son irracionales

B. Tacha los nliimeros que no correspondan a su clasificacion:

Naturales N 0; -2; 1/3; -0,2; 5; ¢; 12,143; 1,452111...
Enteros Z -3; 4/3; 0; 2m; -3,2; 4; -2,5
Racionales Q - 5\ _ 3
3,0, —2124, (3) ; v5; 8 30125
Irracionales | R 1\ 2
5; 12,54; -32 ;(§> o 2V2 5 V13 ,-2,7.

o Unidad 1- Ejercicios Combinados

Actividad N26: Resolver los siguientes ejercicios:

a) 16:8-2 —(-4+2)+5.(-1)=

b) 8-6:(-3)+4.(-2)-3.(-4)=
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1 3 35 35
2 Teeeee —_ — -
a) 2°..3" b) 3% (_ 3) ) 4 d 10
03 . 8,500
0 3 3 e — Se—
o) (F10).c —(10) f V144....(-3) 2 3 h) 5
Actividad N28: Resolver aplicando propiedades.
a) a’a‘a’ = b)6® :6° = )x XX =
2
d )(2x3y4) = o) V3420 = R-24:3-3=
2—64:8 = h)(6:2) = (2a’h*) =

Actividad N29: Indique Verdadero (V) o falso (F), segun corresponda. Justifica lo falso.

, (43 =43

y (3-5)=3"-5°

@ FICA- UNSL
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Actividad N210: Resuelve los siguientes ejercicios combinados.

a)(-2)' =(-8):(-2)" = (-1 9 +16 =
b)(=5)" —(4-5)' V=125 +4/2./8 =

1
A+ +2.7).5-(0,05-315-11):2=

d)(2) (-4 ++25-4+(3-3-5) =
e)3’ 132 +3/-27:(-8)-2=

FRI6-81+(-3)":(-3)" - (-2 =

3 a3
g)z( 3)+(-2) 4.2+\];

1 1)15 2
- - . +
3 54 9

h) _
1-31
5
@ FICA- UNSL
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(3% =23+ (=5).(=5)> =54/36 =

625 625

Actividad N211: Plantear y resolver los siguientes problemas.

a) Cadaunode los 11 empleados de un taller gana mensualmente $576. Si este mes 3 de ellos recibiran
$88 mas por horas extras y dos de ellos tendrdn un descuento de $23 por llegada tarde. ¢Cuédnto

dinero deberd destinarse para pagar el sueldo?

b) Una caja con una docena de alfajores pesa 600 gramos y cada alfajor pesa 45 gramos. ¢ Cuanto pesa

la caja?
c) Sipor 19 Kg. de café se pagd $912. ¢ Cuanto valen 12 Kg?

d) Lasuma de tres numeros es 5676, la suma de los dos primeros es 4729 y el segundo es 3201. ¢ Cudles

son los numeros?

e) Elclub le paga $25 por cada partido ganado y $15 por cada partido empatado. Si recibié hasta ahora

$365. ¢ Cuantos partidos empato sabiendo que gano 11 partidos?

Actividad N2 12: Calculen el valor de las siguientes potencias:

1

@) (24_5)_5 = b) (121) 7 = ¢) (—125)3 =

Actividad N213: Completar la tabla con los valores que falta:

Expresidn con radicales Expresion con exponentes

1
V7

19
Lh
™)

@ FICA- UNSL
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Actividad N°14: Extraer factores del radical:

8
/x 4
d) .| — 18x
a)\8a’b'c’ by32a*b’c’ 0){27x"y? ¥ €) 2
f) \,‘36)(.'8 256a5b9_f6

3 S8 1208 \ D7
sl QA8Ip m' Ty = n V/31257051116117 125a°b" f

Actividad N°15: Introducir factores en el radical:

4x°%y? 5x°y%z [xyz 25x°yz® [x*y?z?
/ b 3= C 4
3 2xy ) 2 2 ) 7 7

Actividad N°16: Resolver las siguientes sumas algebraicas

a)

@) 5/50 =218 +9./32 = b)4+/45 — 245 + 5125 =
2 /4 3 : 1
V= +2 J16 +— 72 =
°)3\£+2r+4“/_ d)43/625 — 81 +23/40 +3 43 =
e)x 32y —3/16x° y +3x 3/54y = £)24/52 + (=417 +1204/13
Actividad N217: Racionalizacién de denominadores.
3 3 2a
a)—= b C)—=
T PG ) J5a
@ FICA- UNSL
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446 X o oNa
Dleva™ i i

~ 5 N - x —/16x

o
%m
)

LOGARITMACION

La operacidn inversa de la potenciacion que consiste en calcular el exponente conociendo la potenciay la
base se llama logaritmacion.
Si @y b son dos numeros reales positivos, siendo b # 1, existe un Unico nimero n tal que:

b" =a

El nimero 1 se llama logaritmo en base b del nimero a y se indica:

Definicién: log,a=n © b" =a cona>0,b>0 AN b+#1

Ejemplos: Hallar los siguientes logaritmos:

a) log,8=3<2°=8

1 1Y
log.==-2<3%2=|-]| =
939 (3}

Propiedades de la logaritmacion

1
b) 9

1. Ellogaritmo de 1 en cualquier base es cero

log,1=0 ©b°=1
Ejemplo:log; 1 =0 ©3°=1

2. Ellogaritmodelabasees1

log,b=1 <bl=b
Ejemplo: logs5=1 & 51 =5

3. Ellogaritmo de un producto es la suma de los logaritmos de los factores

logy(a.c) = logy, a + log, ¢
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Ejemplo: log,(4.2) = log, 4 + log, 2

4. Ellogaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los logaritmos del dividendo y del divisor

logy,(a:c) =log, a —log,c
Ejemplo: log,(16:4) = log, 16 — log, 4

5. Ellogaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo de la base de dicha
potencia

log, a™ = n.log, a
Ejemplo: log, 4° = 5.log, 4 =5

6. Ellogaritmo de una raiz n-ésima es igual al cociente entre el logaritmo del radicando y el indice de la

raiz

n logpa
IOgb \/E = T

Ejemplo: log, V16 = ilogz 16

Logaritmos decimales y logaritmos naturales

Se llaman logaritmos decimales o de Briggs, a los logaritmos de base 10
Notacion: log,oa = loga

Ejemplo: para indicar el logaritmo decimal de 3, escribimos log 3

Se llaman logaritmos naturales o neperianos a los logaritmos de base e, donde e es el nimero irracional. Se
indicalog,a =Ina

Ejemplo: para indicar el logaritmo natural de 5, escribimos In 5

Cambio de base
Conociendo el logaritmo de un nimero en una base determinada podemos obtener el logaritmo de dicho

numero en cualquier otra base, aplicando la siguiente férmula:

@ FICA- UNSL
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Ejemplo:

MODULO DE MATEMATICA

l _loga

%8p @ = log b
1 100 log 100 = 3,333
084 log 4 '

@ Unidad 1: Logaritmo

Actividad 18: Hallar los valores de los siguientes logaritmos:

a) log, 64 = b)log, 16 =

1

log,, — =
) logs 5 /) logy 6=

¢)log, 4= d)log, 27 =

3

g log,V3= h)log, V5=

Actividad N219: Aplicar las propiedades de logaritmo:

o loglxy)=

b) logx—logy =

logx
c) 4
d) logx® =

@ FICA- UNSL
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f log, b —log, b* =

Actividad 20: Aplicando las propiedades del logaritmo, calcular:

a)log,(16.8) = b)log,(27:3) = ¢)log, 4’ =

d) logﬁ/2—: e) logﬁ(4-\/§): f)log,15+1log, 5" =

Notacién Cientifica
La notacion cientifica y la notacion de ingenieria permiten representar cantidades muy grandes o muy
pequefias, muy comunes en areas de la tecnologia como la electricidad y electrénica.
La diferencia entre los dos tipos de notaciones esta en la representacién del exponente.
En el caso de la notacidn cientifica el exponente puede tener cualquier valor.
En el caso de la notacidn de ingenieria debe ser siempre multiplo de 3, ademas de que el factor multiplicativo
debe estar entre 1y 1000.
Para expresar cualquier nUmero en notacidn cientifica se escribe el nimero como producto de las cifras
significativas escritas con un digito diferente de cero a la izquierda de la coma decimal y de una potencia de
10.
Entonces un mol se escribe como 3,02 . 102 y el radio del electrén como 2,82 . 10'%°
Para recordar cémo expresar un nimero en notacién cientifica se siguen estas pautas
1. Paranumeros mayores que 1: se mueve el coma decimal justo hasta antes del primer digito para nimeros

menores que 1: se mueve el coma decimal justo hasta después del primer digito distinto de cero
2. se multiplica luego por 10" si se ha trasladado la coma n lugares hacia la izquierda o por 10™si se ha

trasladado la coma n lugares hacia la derecha
Ejemplo
Para expresar 20.500 en notacion cientifica movemos la coma cuatro lugares hacia la izquierda y
multiplicamos por 10*de forma que:

20.500= 2,05. 10*
Para expresar 0,000037 en notacidn cientifica movemos la coma cinco lugares hacia la derecha y
multiplicamos por 10° de forma que:
0,000037 =3,7.10°

Cuando un numero se escribe en notacidn cientifica se deben incluir los ceros significativos.
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Para cambiar un nimero en notacién cientifica a la notacién ordinaria se realiza el proceso inverso, si el
exponente de 10 es -n se mueve la coma hacia la izquierda n lugares; si el exponente de 10 es n se mueve la
coma hacia la derecha n lugares.
Ejemplo:
3,27.107 =32.700.000
5,24.10°®=0,0000000524
® Enlacalculadora
Para escribir en notacion cientifica se teclea el numero decimal, luego la tecla EXP, EE o EEX (segln sea el
modelo de calculadora) y por ultimo el exponente de 10.
Ejemplo:
Paraingresar 6,24 .10 * tecleo 6,24 EXP -4
En el display aparecerd 6,24 o 6,24E-4, segln sea el modelo de calculadora, esto no debe confundirse con
la operacion de elevar 6,24 a la potencia —4.
Producto y Cociente
El producto o cociente de nUmeros muy grandes o muy pequefios se simplifica al usar notacion cientifica.
Ejemplo:
El producto de 87.000.000 x 470.000.000.000 puede simplificarse con la notacidn cientifica, hacemos
87.000.000 x 470.000.000.000 =8,7.10"x4,7.10"
=(8,7x4,7) x (107 x 10%*)
=40,89.10 "
=40,89.10%
=4,089.10%
100.000.000 x 0,0000024 =1.108x2,4.10°
=(1x2,4)x (108 x 10°)
=2,4.10%¢
=2,4.102

D unidad 1 - Notacién Cientifica
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Actividad N221: Escribe los niumeros en notacion cientifica:

a)  42.000= e) 124.000 =
b)  370.000.000 = f) 0,0012 =
c) 0,000038 = g) 0,002 =
d) 152.000 = h) 123.000 =

Actividad N222: Efectuar las siguientes multiplicaciones y divisiones en notacién cientifica:

a) 0.025x0.345= d)4.10*:2.102=
b) 0,00045 x 1500 = e)5,4.106:2.7.103=
¢) 4,5.10%x3.5.10°= f)84.10°:42.10%=

Actividad N223: E| 4rea de la base de un tanque circular es de 0,000876 m?2. ¢Cudl es el didmetro de la base

del tanque expresado en notacién cientifica?

PERIMETRO — AREA — VOLUMEN — DENSIDAD — PORCENTAJE
El perimetro es la suma de las longitudes de todos los lados de una figura.
El drea nos da una idea de cuanta superficie cubre dicha figura.
El conocimiento del drea y el perimetro lo aplican muchas personas dia con dia, como los arquitectos,
ingenieros, y disefiadores graficos, y es muy util también para la gente en general. Entender cudnto espacio
tienes o cuando pintas tu cuarto, compras una casa, remodelar la cocina, o construyes un escritorio.
El volumen corresponde al espacio que la forma ocupa, por lo tanto, es la multiplicaciéon de la altura por el
ancho y por el largo. El volumen sirve, por ejemplo, cuando queremos calcular la cantidad de agua en una
piscina.
La densidad (8) es la relacidn razén entre masa (m) y volumen (v) de una sustancia

6=m/v
El concepto de densidad es de mucha importancia en el campo de la fisica y de la quimica.
Las unidades de densidad en el sistema internacional mas usado es el (kg/m?3), aunque también se puede
expresar en ( gr/cm?3). Para gases suele usarse el (gr/dm3) o el (gr/It).
La densidad es una cantidad intensiva ya que no varia con la cantidad de sustancia, por ejemplo, la densidad
del agua es de 1 Kg/m?3.
Si se tiene 100 kg o 10000 Kg de agua el valor de la densidad es el mismo, ya que al aumentar la masa
también aumenta el volumen.

La densidad también es un nexo importante para transformar masa a volumen o viceversa.

Ejemplo: ¢ Qué volumen necesitamos para tener 30 grs de acido sulfurico si su densidad es de 1,84 gr/cm3
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6= % si despejamos volumen (v)
m
v=—
6

Reemplazamos los valores de densidad y de volumen:
30 gr

— — 3
= T84 grjem® 16,30 cm

14

Lo mismo ocurre si se pretende calcular la masa, por ejemplo, la densidad del aluminio es de 2,7 gr/cm 3 y el
volumen es de 225,18 cm?

m=v.6
Reemplazamos con los valores de la densidad y el volumen:

g

r
m = 2,7-— .225,18 cm® = 608 gr

cm

o Unidad 1 - Perimetro, Area, Volumen

Actividad N224: Resolver las siguientes situaciones problematicas:

a) Ladensidad del etanol es de 0.798 g/mL. Calcular la masa de 17.4 mL del liquido.
b) Sila densidad de un alcohol es 0.8 g/cm3. Calcular el volumen de 1600 g de alcohol.

c) Calculala densidad de un cuerpo que tiene de volumen 2 cm?®y una masa de 25 g.

d) Calcula el volumen de un cubo macizo de 10 cm de lado cuya densidad es de 234 .‘J’.f:””:j.

e) En un laboratorio de suelos, se toma una muestra de fertilizante granulado utilizada en un cultivo de
maiz. La muestra tiene una masa de 1,8 kg y ocupa un volumen de 1,5 litros.
Calcule la densidad del fertilizante en Kg/L.

f) Uningeniero agrénomo necesita calcular la masa de agua almacenada en un tanque para riego por
goteo. Sabiendo que el tanque contiene 2,5 m3 de agua. Y que la densidad del agua es

aproximadamente 1000 kg/m?, halle la masa de agua contenida en el tanque.
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Porcentaje

Los porcentajes son una forma de presentar informacidén numérica. Se utilizan en muchas situaciones de la
vida cotidiana, por ejemplo: los negocios los utilizan para informar el descuento que tendra un determinado
producto, en la preparacién de mezclas de ciertas sustancias, etc. Los diarios estan llenos de estadisticas
presentadas en forma porcentual.

Un porcentaje es el nimero de partes que se toman de un todo que se ha dividido en 100 partes iguales.

El 1% de un todo es su centésima parte, es decir cada una de las partes que se obtienen al dividir el todo en

100 partes iguales.

Ejemplo: Si en 90 L de una solucién hay un 1% de acido écuantos litros de acido hay?
Debemos calcular el 2% de 90 L
2% deuntodo = altodo
100
2% de90L=90 =09l
100
Ejemplo
Para calcular el a % de una cantidad x podemos multiplicar el porcentaje por la cantidad y luego correr la
coma decimal dos lugares hacia la izquierda (lo que es equivalente a dividir por 100)
® Para calcular el 5% de 120 hacemos 120 x 5=600 y luego corremos la coma dos lugares hacia la
izquierda. Es decir el 5% de 120 es 6.
® Para calcular el 20% de 120 podriamos multiplicar 120 por 20y luego correr la coma dos lugares, pero
mas facil es multiplicar 120 por 2 y correr la coma un solo lugar: 120 x 2=240. Corriendo la coma un

lugar obtenemos que el 20% de 120 es 24.

@ Unidad 1 - Porcentaje
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§\ Actividad N225: Calcular los siguientes porcentajes
l_. a) ¢Cuénto es el 11% de 35007
b) Las maquinas de un establecimiento que se adquirieron por $2400, sufren una depreciacién del 4%
anual. ¢ Cuanto valdran el segundo afio?
c) Elprimery segundo vencimiento de una factura de gas es de $225 y $252 respectivamente. ¢ Cudl
fue el % de aumento?
d) Enuna prueba de germinacidn de semillas de trigo, se sembraron 100 semillas.
Después de varios dias, 85 semillas germinaron.
1) Calcule el porcentaje de semillas germinadas.

2) éCudntas semillas no germinaron?

Actividad N226: Calcular los siguientes porcentajes usando calculadora si:
a) 36%del25=
b) 15% de 280 =
c) 8%de4d00=

Actividad N228: Resolver las siguientes situaciones problematicas

a) Un campo rectangular tiene 2,08 hm de largo y 15,6 dam de ancho. ¢ Cudantos metros de alambre se
necesitardn para cercarlo sabiendo que se ponen tres hileras de alambre?
b) Cuando se coloca en un recipiente de 3 dm?3, 10 cl y % | de agua, el recipiente se llena 2/3 de su
capacidad. ¢Cual es la capacidad total?
¢) ¢éCudleslalongitud del piolin necesario para atar una caja de 0,60m de largo, 40 cm de ancho y 35 cm
de alto, contando ademas 0,15m para el nudo?
d) Calculael volumen, en centimetros cubicos, de una habitacidon que tiene 5 m de largo, 40 dm de ancho
y 2500 mm de alto.
e) Una piscina tiene 8 m de largo, 6 m de ancho y 1.5 m de profundidad. Se pinta la piscina a razén de $
6 el metro cuadrado.
1) Cudnto costara pintarla.
2) Cuantos litros de agua seran necesarios para llenarla.
f) éCudntas losetas cuadradas de 20 cm de lado se necesitan para recubrir las caras de una piscina de
10 m de largo por 6 m de ancho y de 3 m de profundidad?
g) En un almacén de dimensiones 5 m de largo, 3 m de ancho y 2 m de alto queremos almacenar cajas
de dimensiones 10 dm de largo, 6 dm de ancho y 4 dm de alto. ¢ Cuantas cajas podremos almacenar?
h) Calcula la cantidad de hojalata que se necesitara para hacer 10 potes de forma cilindrica de 10 cm de

diametro y 20 cm de altura.
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i) Uncilindro tiene por altura la misma longitud que la circunferencia de la base. Y la altura mide 125.66
cm.
Calcular:
1) El area total
2) El volumen.
j) Calcula el area lateral, total y el volumen de una pirdmide cuadrangular de 10 cm de arista
basicay 12 cm de altura.
k) Para una fiesta, Luis ha hecho 10 gorros de forma cénica con cartéon. ¢Cuanto carton habra

utilizado si las dimensiones del gorro son 15 cm de radio y 25 cm de generatriz?

AUTOEVALUACION

Accede al siguiente cddigo para realizar la autoevaluacién de la unidad 1.

= Autoevaluacién Unidad 1
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UNIDAD N22
ECUACIONES

Ecuaciones

La posibilidad de resolver un problema a menudo depende de la posibilidad de escribir una
ecuacion para el problema y luego resolver la ecuacion. A continuacidn, veremos como se resuelve

una ecuacion.

Ciertas ecuaciones son verdaderas para todos los valores de sus variables. Estas ecuaciones se

[laman identidades.

Verifica para
cualquier valor

IDENTIDAD

IGUALDADES

Verifica para

ECUACION
algunos valores

Una identidad es una igualdad algebraica que se verifica para todos los valores asignados a las

variables.
2 2
Ejemplo: (a_b)(a"'b):a -b sia=2yb=1

(2-1(2+1)=2%-1°

1)3)=4-1
3=3

Una ecuacion es una igualdad que involucran determinados valores y determinadas incégnitas.
Resolver una ecuacidn es preguntarse para qué valores de la variable se verifica dicha igualdad. Ese
valor obtenido se llama solucién o raiz de la ecuacion.

Para resolver una ecuacion, transformamos la ecuacion original en otra mds simple.
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Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen exactamente el mismo conjunto solucion ( es decir las

mismas raices).

Para pasar de una ecuacién a una ecuacidon equivalente vamos a efectuar las siguientes

operaciones:

1. Si a ambos miembros de una ecuacién se suma o resta un mismo nimero o la misma

expresion algebraica se obtiene una ecuacién equivalente a la dada.

A=B< A+c=B+cC

2. Si a ambos miembros de una ecuacion se multiplican o dividen por un mismo nimero,
distinto de cero, se obtiene una ecuacién equivalente a la dada. (Recuerde que no puede
dividir por cero, es decir la expresidn algebraica tiene que ser distinta de cero).

A=B< Ac=Bc c*+0
3. Agrupe los términos semejantes en cualquier miembro de la ecuacion.

4. Intercambie los dos términos de la ecuacién. De modo que la variable siempre quede a la

izquierda.

Para resolver una ecuaciéon generalmente tenemos que emplear una combinacién de estas

operaciones. A veces hay que utilizar la misma operacion mas de una vez
Ejemplo: x—9=10

X—9+9=10+9 (Sume 9 en ambos miembros)

x=19
Si reemplazo en la ecuacion original el valor de x = 19, debe verificar la ecuacién.
19-9 =10
Ejemplo: 3x=-15

%.(3x) - %.(_15) %

Multipligue ambos miembros por

X=-5 el reciproco de 3
Si reemplazo en la ecuacién original, se observa que verifica.

Ejemplo: 3x + 27 =6x

@ FICA- UNSL

43



UNIDAD N2 2 ECUACIONES MODULO DE MATEMATICA
3x + 27 —3x = 6x — 3x Reste en ambos miembros 3x

27 =3x Intercambie los dos miembros de la ecuacién

3x=27

1 1 1
5 (3x) = E( 27) Multiplique por 5
x=9
Una ecuacién de primer grado lineal es aquella cuya forma general es:
ax+b=0
A continuacion veremos un par de ejemplos de resolucion de ecuaciones de primer grado:

Ejemplo:

2

|

w
7N\

N

<

|
oo
N—

Il

|
o

b3

+

w
N—
N |-

—6X+—=——X+6
—6X+—X=——+6
7 7
—X=—
2 2
X=-1

2x—3+3[zx—lj= X—E(X—l)
3 6 4

2x—3+2x—£:x—§x+E
2 4 4

17 19
— X=—
4 4
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19
X=""
17

La habilidad de resolver ecuaciones es util sélo si somos capaces de captar un problemay escribirlo
en la forma de una o mas ecuaciones. La mayoria de los problemas que tenemos que resolver en
el trabajo son problemas verbales. Alguien nos dird acerca de un problema que quiere que
resolvamos y escribird parte o todo el problema. Primero tenderemos que captar ese problema
verbal y organizarlo de modo que sea facil entender, luego veremos cual es el problema vy
decidiremos cual informacion es importante y cudl no. Una vez entendido plantearemos la
ecuacién. Una vez que hayamos escrito la o las ecuaciones, la parte mas dificil habra quedado atras.

Todo lo que resta es resolver las ecuaciones y comprobar los resultados.
Sugerencias para resolver problemas:

1. Lea con cuidado el problema. Aseglrese de entender lo que pide el problema. Puede ser

necesario leer el problema varias veces para entenderlo perfectamente.

2. Identifique claramente las cantidades desconocidas. Identifique cada cantidad desconocida
con una variable. Anote lo que quiere decir cada letra. Anote lo que quiere decir cada letra.

Por ejemplo podria usar e para espacio o t para tiempo.
3. De ser posible represente todas las incégnitas en términos de una sola variable.
4. Haga un esquema o dibujo si ello le aclara el problema.

5. Analice con cuidado el problema. Trate de escribir ecuacién que muestre como se
relacionan todas las cantidades conocidas y desconocidas. Si no es posible escribir una sola

ecuacion, use mas.
6. Resuelva la ecuacion y compruebe el resultado con el problema original.
A continuacion veremos como resolver algunas situaciones problematicas.
Ejemplo: Si un aeroplano vuela a 785 Km/h durante 4,5 h, ¢qué tan lejos llegara?

Usamos laférmulade e=v.t. Nos dalavelocidad y el tiempo asi que solo tenemos que reemplazar

en la ecuacion
e=v.t
e=785Km/h.4,5h

e =3532,5KM
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UNIDAD 2 - Ecuaciones

INECUACIONES

Se llama inecuacion a toda desigualdad algebraica que solamente se satisface para ciertos valores
de sus incégnitas.
Trabajaremos con inecuaciones de primer grado con una incégnita. Resolver una inecuacién es
encontrar todos los valores de la incdgnita que la verifican, y el conjunto solucién es un intervalo
real o vacio.
Una inecuacion se resuelve como una ecuacion, salvo en el caso en que se divida o multiplique a
ambos miembros por un mismo nimero negativo, se obtiene otra desigualdad de sentido contrario
ala dada.
Reglas para resolver una inecuacion

1. Si se suma o resta el mismo nimero a ambos lados de la desigualdad se obtiene una

desigualdad equivalente

A<B< A+c<B+c

2. Sise multiplica o divide a ambos lados de una desigualdad por un mismo ndmero positivo,

se obtiene una desigualdad equivalente.

A>B< Ac=B.cC sic>0

3. Sise multiplica o divide a ambos lados de una desigualdad por un mismo nimero negativo,

se invierte la desigualdad.

A>B < Ac<BcC sic<o0
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UNIDAD 2 - Inecuaciones

Ejemplos:
a) 6x<8x+2
6X —8X <8x—8x+2

—-2X< 2

a0

X > —1 . El conjunto solucién es (-1, +OO)

b) 4x>8
1.4x< 2.1
4 4
1 1
X< — -
2 .elconjunto soluciénes ( - 0. 2 )

T
Actividad N2 1: Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) (-5-2x)3x—7)+(3x—5)2x—7)+30=5x

9-7x 13-5x
b) 20 11

25x-17 17x-15

c) 11 7
@ FICA- UNSL
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+ X
d 4 3 2 10

1_8—7x__lﬂ
e) 5 5

4 4—4x:0
f) o5X

2—-x 1 5+4x

gl 2X X 2X

2+6—mx+§20
h) 3X 6

4x-4 3 2x+6 1

i) 8x 2X 8x 2X

2x+3 5x+4
i) 2X+5 5x+2

k) Xx+1 x-1

Actividad N2 2: Resolver las siguientes situaciones problematicas:

a) ¢Cual es el nimero cuya tercera parte sumada a su quinta parte es igual a 40?

6

b) ¢éQué nimero ha de restarse 5 para que la diferencia sea igual a su quinta parte?

¢) Unjardin rectangular tiene 25 pies de ancho. Si su area es de 1125 pies cuadrados, écual es
su largo?

d) Lasuma de tres nimeros enteros consecutivos es 48 ¢cuanto vale cada nimero?

e) Deun depdsito lleno de liquido se saca la mitad del contenido, después la tercera parte del
resto y queda aun 1600 litros. Calcula la capacidad del depdsito.

f) A un nifio le preguntan la edad de su padre y contesta: si al doble de mi edad se le suman
6 veces mi misma edad y a la mitad de esa suma se le quita 18, resulta la edad de mi padre.

El nifio tiene ahora 15 anos, ¢cuantos afios tiene el padre?
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g) Enun rectangulo de 68 cm de perimetro, la base es 5 cm mayor que la altura. ¢Cual es la
longitud de la altura?.

h) Lasuma de un niUmero entero y su siguiente es 53. ¢ Cudl es el nimero?

i) La edad de la nieta es un tercio de la edad de la abuela y la diferencia de edades es 48.
¢Cudntos afios tiene la abuela?.

j) Un camion cisterna descargd 1 / 3 de su contenido en la primera estacion, 1/5 de lo que
quedaba en la segunda y los 16 litros restantes en la tercera. éCudl es el contenido del
camion?

k) Parti el nimero 40 en dos sumandos de manera que si el mayor se divide por el menor se
obtiene de cociente 2 y resto 1.

[) Enuntridngulo isésceles de 42, 5 cm de perimetro, el lado desigual es la mitad de los lados
iguales. ¢ Qué longitud tiene cada lado del tridngulo?

m) Sial cuadruple de un nimero se le suma 2 se obtiene la diferencia entre su mitad y 5. ¢ Cual
es el nimero?

n) Las entradas para un recital se venden con varios dias de anticipacién. El primer dia se
vende la mitad, el segundo el 60 % de lo que queda y el tercero el 40 % del sobrante.
Quedan aun 384 entradas. ¢ Cuantas entradas se pusieron en venta?

Actividad N2 3: Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) 2x-5>-10 b)5x—2>3x+8
c)6—-x<9 d)-9x+3x>-24
e)5x+2<3x+49 f) 2x—72>15x-8

Actividad N2 4: Resuelve las siguientes situaciones problematicas:

a) ¢Cudles son los numeros que aumentado en 7 unidades son menores que el doble de 57?.

b) La edad de Juan es un multiplo de 5 menor que 80 y mayor que 50. jéCudntos afios puede
tener Juan?

c) Para un trabajo se pide que los postulantes tengan mas que la mitad de la edad del jefe,

que tiene 44 anos, pero menos de 35. ¢ Cuales son las edades posibles de los postulantes?

ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Ecuaciones Exponenciales
Una ecuacién en la que la variable aparece en un exponente, se denomina ecuacién exponencial

Para resolver una ecuacion exponencial hay que recordar las siguientes propiedades de potencia

e a>0 %=1 al=a
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UNIDAD 2 - Ecuaciones Exponenciales

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion exponencial
a) 22*1=4
2 2x-1 22
2x—-1=2
2x=2+1

3
x= 2

X =4 x2 =42
Ecuaciones logaritmicas
Las ecuaciones logaritmicas son aquellas ecuaciones en la que la incdgnita aparece afectada por un
logaritmo y las ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incégnita aparece como

potencia.
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Para resolver ecuaciones logaritmicas y exponenciales se deben recordar las propiedades de los
logaritmos vistas en la unidad 1

Ejemplo de ecuaciones logaritmicas

a) 2° =16 aplicando propiedades de logaritmo
xlog, 2 =1log, 16
x1l=4
X=4

b) 5.2°+2*? =18 2422 2% 22
5.2 +2%.2° =18  se saca factor comun 2°
2*(5+2%)=18

2".9=18

_18
9

2X

c) 3.2% -6.2+3=0 Hacemos un cambio de variable llamamos a z = 2%
22 = (2*f
3.2°-6.2+3=0 Resolviendo la ecuacion de segundo grado, se tiene z; =z, =1
Recordemos quez=2* = 2" =1 = x=0
d) logs(x—2)=0 aplicando la definicién de logaritmo queda
5°=x-2 = 1=x-2 =1+2=X
X=3
e) log? x+3log, X+2=0 Hacemos cambio de variable llamamos 109, X = Z
log? x = z°
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2
2°+3.2+2=0 Resolviendo la ecuacién de segundo grado resultaz; =-1yz;=-2

1
log,x=-1=4"=x ="~ 4

log, x=-2 = 42 =x = 16
f log ;;(x+5)=2-log ; X
log ;; (x+5)+log z x =2

|0g£ [(X + 5)'X] =2 Aplicando la definicion de logaritmo
(Vo) =x :
6) =x +5Xosea 6=Xx"+5x

x?+5x—-6=0 Resolviendoquedaxi=1 y X, =6

Cuando se verifican las soluciones vemos que para x = -6, este valor carece de sentido

pues el logaritmo ha sido definido solo para numeros positivos.

UNIDAD 2 - Ecuaciones Logaritmicas

Actividad N2 5: |- Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales.

a) 3%+2=243
b) 165-*=4

9 87-0125=0

82)( :29X :i
d) 64

e) 10*? +10°* +10* =10101
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IlI- Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas.

f log,(4x+2)=0

g) log,8x+log, 4x* =8

h) 10gs(x+12)—log,(x+2)=1
i) log(x—3)+logx = log4

j) log(x—8)+Ilog(x —2)=log(8—x)

ECUACION DE SEGUNDO GRADO

Una ecuacién de segundo grado tiene la siguiente expresiéon: ax?+ bx +c=0, siendo a, y c niUmeros

realesya % 0,

/ ax’+ b)l+c=0

Término cuadrdtico Término lineal Término independiente

Calculo de las raices de una ecuacién de segundo grado

A continuacion analizaremos distintas situaciones para resolver una ecuacion cuadratica

1. Silaecuacion es de la forma: X2=Cc=>X= i\/E

Ejemplo:

a. x2=5=>x=1/5

b (-3F =2
X—3=%2
x=3%+2

Las soluciones son: X =3++/2 y x=3-1/2

2. Silaecuacion es de la forma ax® +bx+c =0, para que sea un cuadrado perfecto se

(bjz
suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x en ambos miembros\ 2/ .
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Ejemplo 1:
X —4x-5=0 Ecuacién dada
x> —4x=5 Se suma 5 en ambos miembros
X' —4x+4=5+4 Se completa cuadrados
2
—4
2o
2
(x _ 2)2 -9 Cuadrado perfecto
R +\/§ Obtencidén de la raiz cuadrada
x=2%3
=x,=2+3=>x =5 Obtener el valor de las raices
=Xx,=2-3=>x,=-1
Ejemplo 2:
x2 —12Xx+6=0 Ecuacion dada
3x%2 —12x = -6 Se resta 6 en ambos miembros
3(x*—4x)=-6 _4\?
3(X2 —4x +4) =-6+3.4 Se completa cuadrados \ 2

Se suma cuatro en ambos miembros

Cuadrado perfecto

Obtencion de la raiz cuadrada

Obtener el valor de las raices

La formula cuadratica

Cuando la ecuacidn cuadraticaa x>+ bx+¢c=0
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Para calcular las raices de la ecuacion aplicamos el siguiente procedimiento:

ax’+ bx+c=0

a(x2 +EX+E]=0:>
a a

b C
v o X+ =x+==0
a=0 a a

, b b b ¢

Factorizamos a para que x% quede sola. Es un producto,
por lo tanto, tenemos dos opciones: a =0 6 el polinomio
es igual a cero, para nuestro propdsito nos quedamos con

el polinomio.

Sumamos y restamos "lo mismo" para mantener Ia

igualdad. Como queremos obtener un binomio al

X +—Xt+t—7F———=+— cuadrado, completamos cuadrados.
a 4a’ 4a° a P
=0
Trinomio cuadrado perfecto: (x + y)> = x> + 2 x y + y°.
2 Operamos y despejamos el binomio al cuadrado.
b b —4ac P yaespel
Xt~ | =~z
2a 4a ) ' '
Recordar que al resolver la raiz de un binomio al cuadrado
queda el médulo de este.
Al sacar el mdédulo el resultado puede quedar positivo o
b b® —4ac . ) .
X4+ —| = negativo (para ahorrar espacio se ponen los dos signos
2a. 4a2 . n.,n ’ . . nn
juntos "+".Lo Unico que queda es despejar la "x" Esta
ecuacién se denomina "ecuacidon cuadrdtica" y sera
2
X +£ . b” —4ac aplicada de aqui en mas para hallar las raices de la ecuacién
2a 2a de segundo grado.
(o D L Vb®—4dac
2a  2a
—b++/b*-4ac
X1,2 = 2a.

Ejemplo: Calcular las raices de la ecuacion x> +2x—-3=0

a=1,b=2yc=-3, reemplazamos en la ecuacion:

2
X1,2 =
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UNIDAD 2 - Ecuaciéon Cuadrética

Calculo de discriminante

Al radicando b? -4 a ¢, se lo denomina discriminante, ya que el valor del mismo sirve para

determinan la naturaleza de las raices y se lo simboliza con la letra griega delta A,
A =p?-4ac
De acuerdo al valor que tome A podemos decir como son las raices
Si A > 0 entonces las raices son reales y distintas.
Si A =0 entonces las raices son reales e iguales

Si A < 0 entonces las raices son complejas conjugadas

A continuacion veremos cada uno de las situaciones planteadas.

A >0 A <0 A =0
x? —5x+6=0 X2 —2x+5=0 9x% +6x+1=0
A_(-5P-416 A_(-27¢-415 A_(6F-491
A=25_24 A=4-20 A=36-36
A =1 A =-16 A =0
Las raices son reales y Las raices son complejas La raices son reales e iguales.
distintas conjugadas

2
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UNIDAD 2 - Discriminante

Propiedades de las raices de una ecuacién cuadratica
Si una ecuacidn de segundo grado tiene:
ax’+ bx+c=0 (1)

Las raices se puede escribir factorizada como:
a(x—x }(x=%) o
Aplicamos propiedad distributiva

ax? —ax.X, —a,X+ax; X, =0

ax® —a(x, +X, )x+ax;x, =0
Para que esta ecuacion sea igual que (1), hace falta que se cumpla:

b=-a(x, +X,)

Entonces llegamos que:

X+ X, = b
1 2T T
a

C

A continuacion veremos un ejemplo:

Ejemplo: Reconstruir la ecuacion de segundo grado cuyas raices son:

2 3
RT3y BT
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57


https://www.youtube.com/watch?v=O2JqQn-T_Es&list=PLyG4CRp_XPhfbBYCfzcrrB_9R7i8b9mFz&index=15&ab_channel=SomosFICA

&)

UNIDAD N2 2 ECUACIONES MODULO DE MATEMATICA

2 3 b 5 b 5
327 a6 a _a & 2

23 ¢ 6 ¢ ¢ =X -=x-1=0
———=—=——=—=—=-1

32 a 6 a a

UNIDAD 2 - Ecuaciones de Sequndo Grado

Actividad N2 6: Calcular las raices de las siguientes ecuaciones:

a) 2x*-8x+6=0 b)-x*+2x+3=0
-yl _g e 1,01 g

c) 6 2 d) 3 3 12

e) x*+11x =0 f) 5x°-30x =0

Actividad N2 7: Analizar el discriminante y determinar el tipo de solucién que tienen las

ecuaciones:
a) x’+7x-4=0 b)x?-2x+6=0
c) 4x*-4x+1=0 d) 3x2+7=0
e) 3x2+6x+15=0 f) 4x2-16x-48=0

Actividad N2 8: Calcular el o los valores de K para los cuales las siguientes ecuaciones tienen dos
raices reales e iguales y escriban su férmula:

a) x*+2kx+k=0 b)x*+(k-1)x—-k=0

c) 2x%- x -k=0

Actividad N2 9: Reconstruir las siguientes ecuaciones de segundo grado conociendo las raices:

J3

C)Xx1=x2= 2

2 ] 7
a)x1=3y x=9 b)x; =0y x,=-2

Actividad N2 10 : Resolver las siguientes situaciones problematicas:

a) Descomponer el nimero 9 en dos nimeros positivos tales que el triplo del cuadrado de

uno de ellos supere al séxtuplo del otro en 18 unidades.
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b) Calcular la diagonal de un rectangulo sabiendo que la base es igual a las tres cuartas partes
de la alturay el drea es de 48 cm?.
c) Elareay el perimetro de un rectangulo son respectivamente 189 cm y 57 cm. ¢ Calcular la

longitud de su diagonal?.

ECUACION LINEAL
Una recta en el plano, se puede representar algebraicamente mediante una ecuacion de la forma
ax+by=0
Una ecuacidn de este tipo se conoce como ecuacion lineal en las variables x e y.
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
Un sistema de ecuaciones lineales formado por dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas
cada una, representan dos rectas en el plano, y resolverlo es hallar la interseccion de ambas es decir
el conjunto solucién.
Consideramos el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas
ax+by=c

{azx +b,y=c,
Donde a1, az ,b1, b2, c1,c2, son nUmeros dados.
Un sistema puede ser compatible o incompatible. De ser compatible puede tener soluciéon Unica o

infinidad de soluciones, o incompatible no tiene solucidn, en este caso las rectas son paralelas

Determinado Solucién Unica

Compatibl . . .
P Indeterminado Infinitas Soluciones

Solucién del Sistema L Incompatible No tiene Solucion

A continuacion veremos algunos ejemplos de cdmo serian las gréficas en cada uno de los casos.

Sistema compatible
Determinado Solucion Unica

Las rectas se cortan en un punto
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.

- - . T /
Sistema Compatible Indeterminado i
Infinitas soluciones : -

— A
Las recta son coincidentes '"///
e
// 4t

Sistema Incompatible

No tiene Solucion N // V

Las rectas son paralelas

Para resolver analiticamente un sistema de ecuaciones existen varios métodos. Todos ellos
permiten obtener el mismo resultado, y la utilizacion de uno u otro dependerd de como esté
planteado el sistema original.
Los métodos analiticos que han visto en la escuela secundaria son:
Método de Sustitucién
Método de Igualacion
Método de Reduccién o de Sumay Resta
Método de Determinantes o Regla de Cramer
A continuacidn desarrollaremos cada uno de ellos para que ustedes lo recuerden, pero en este
curso veremos como se trabaja cuando tenemos un sistema de mas de dos ecuaciones y para ello
aplicaremos un nuevo método que es el de eliminaciéon Gaussiana.
Método de Sustitucion
Se debe despejar una de las variables en una de las ecuaciones, y luego reemplazarla en la otra
ecuacion
Regla:
1. Sedespeja una incégnita en una de las ecuaciones del sistema
2. Sesustituye en la otra ecuacién la misma incégnita por la expresién hallada, para obtener
una ecuacion de primer grado con una sola incdégnita.
3. Seresuelve la ecuacion resultante, para determinar el valor de su incégnita.
4. Sereemplaza el valor hallado, en la expresion de la incdgnita despejada en el primer paso,

para obtener el valor de dicha incégnita.
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5. Se verifica si el par de valores hallado es la raiz del sistema.
Observacion: El método se basa en que la sustitucién de las incdgnitas se efectta para un
mismo valor en ambas ecuaciones, es decir, para el par de valores que satisface el
sistema.
Ejemplo:
X+y=2 a
{3X —-y=2 b
Se despeja x de la ecuacidona: x=2-y
Sereemplazala “x “por“2—-y” enlaecuacionb:3(2-y)-y=2

Se resuelve la ecuacion, obteniendo el valor de “y” :

6-3y-y=2 = -4y=2-6 =>-4y=-4 =>y=-4:(-4)=>y=1

Con el valor obtenido de “y”, se reemplaza en cualquiera de las dos ecuaciones y se calcula el

valorde “x”

x=2-1 =>x=1

El conjunto solucién del sistema se escribe como ( x,y) =(1,1)
Método de Igualacion
Para aplicar este método se despeja la misma incdgnita de ambas ecuaciones y luego se igualan.
El método de igualacién puede resumirse en la siguiente
Regla:

1. Sedespejala misma incégnita en ambas ecuaciones del sistema.

2. Seigualan los segundos miembros de las igualdades obtenidas para formar una ecuacion

de primer grado con una sola incégnita.

3. Seresuelve la ecuacién resultante para determinar el valor de su incégnita.

4. Se procede de igual modo con respecto a la otra incognita.

5. Se verifica si el par de valores hallado es solucién del sistema.

Observacion: El método de igualacion se funda en que se igualan las incégnitas suponiendo

que representan los valores de la raiz del sistema.

Ejemplo:
{3x—2y:4 a
2x—-y =3 b Se despeja “x” de ambas ecuaciones
. 2y +4 = y+3
(@):3x =2y+4 = 3 (b) 2x=y+3 = 2

Se igualan las ecuaciones (a) y (b) y se calcula el valor de “y”
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3
_YES o2y +4)=3(y+3)=4y+8=3y+9
3 ;= 2{2y+4)=3(y+3)=4y+8=3y+ = ayye 88 ye 1

Se reemplaza el valor de “y” obtenido en cualquiera de las dos ecuaciones, y se calcula el valor de

IIXII
Reemplazando el valor de “y” en la ecuacién (a) queda
21+4 2+4 6
X= S X=—>=X=—
3 3 3 = x=2

El conjunto solucién es (x,y) = (2,1)
Método de Reduccién Por Suma o Resta
La aplicacion del método de reduccion por suma o resta se puede resumir de la siguiente manera:
Regla
1. Seiguala el valor absoluto de los coeficientes de una misma incégnita en las dos
ecuaciones multiplicando cada ecuacion por el valor absoluto del coeficiente de dicha
incognita perteneciente a la otra ecuacién.
2. Silos coeficientes de la incdgnita elegida tienen distinto o igual signo se suman o restan
las ecuaciones obtenidas, respectivamente, para reducir(o eliminar) dicha incdégnita.
3. Se procede de forma similar con respecto a la incégnita eliminada.
4. Se verifica si el par de valores hallado es la raiz del sistema.
Ejemplo:

5x—-4y =2 a
3x-2y=2 b

Multiplico la ecuacién (a) por 3 y la ecuacién (b) por5 =

15x-12y =6 a
15x-10y =10 b
15x-12y =6 Como Los coeficientes de x son iguales , resto
_15x-10y =10 miembro a miembro las ecuaciones para
eliminar “ x”

“w . n

Reemplazo el valor de “ x” obtenido en cualquiera de las dos ecuaciones, y se calcula el valor de

o“. 0N

y

15x—-12y=6 = 15x=12y+6 = 15x=12.2+6 =15x=24+6 =
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15x=30—=>x=30:15 = x=2

El conjunto soluciénes (x,y)=(2,2)

Método de Determinantes o Regla de Cramer
Para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, cada una de ellas puede
obtenerse como cociente de determinantes.
Todo determinante de segundo orden es igual al producto de los nimeros pertenecientes a la
primera diagonal menos el producto de los nimeros pertenecientes a la segunda diagonal.
Ejemplo: Dados los nimeros 8, 3, 1, y 2, se dispone de la forma que sigue
>

=82-13=16-3=13
1 2
Este determinante formado por cuatro nimeros se llama de segundo orden.
Regla
Dado un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas, igualmente ordenada, el
valor de cada incdégnita es el de una fraccidn que tiene por denominador el determinante formado
por los coeficientes de las incégnitas, y por numerador el determinante que se obtiene
reemplazando en el anterior los coeficientes de la incégnita cuyo valor se quiere hallar por los

términos independientes respectivos que figuran en el segundo miembro.

Ejemplo:
4x -3y =—7
6Xx+2y =9
-7 -3
9 2| -72-9(-3) -14+27 13 1
‘4 —3‘ 4.2-6.(-3) 8+18 26 2
6 2

6 9‘_4.9—6.(—7)_36+42_7_8
4 -3 42-6(-3) 8+18 26
6 2

1
(_ ’3)
El conjunto solucién es ( x, y) = 2
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UNIDAD 2 - Sistema de Ecuaciones

N
% Actividad N2 11: Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

X+3y=5 3x+7y =36
a) X—-5y=-3 b) 3x-2y=9
3X—X_Z X+X:—§
2 2 2 2
1 1 3
AX——y=7 —X=2y=—
) 5 d) (4 2
OJx—OBy:ii
50

{%x—2)+4y:—6
e)

11x-012y =

ugl|lo

4y +8=20 f)

Actividad N2 12: Resolver las siguientes situaciones problematicas

a) ¢Cudl es el area de un rectangulo sabiendo que su perimetro mide 16 cm y que su base es
el triple de su altura?

b) Una granja tiene pavos y cerdos, en total hay 58 cabezas y 168 patas. ¢ Cudntos cerdos y
pavos hay?

¢) Antonio dice a Pedro: "el dinero que tengo es el doble del que tienes tu", y Pedro contesta:
"si tu me das seis euros de los que tienes tendremos los dos igual cantidad". ¢ Cuanto dinero
tenia cada uno?

d) En una empresa trabajan 60 personas. Usan gafas el 16% de los hombres y el 20% de las
mujeres. Si el nUmero total de personas que usan gafas es 11. ¢ Cuantos hombres y mujeres
hay en la empresa?.

e) Lacifra de las decenas de un nimero de dos cifras es el doble de la cifra de las unidades, y
si a dicho numero le restamos 27 se obtiene el nimero que resulta al invertir el orden de
sus cifras. ¢Cudl es ese nimero?.
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f) Por la compra de dos electrodomésticos hemos pagado 3500 €. Si en el primero nos
hubieran hecho un descuento del 10% y en el segundo un descuento del 8% hubiéramos
pagado 3170 €. ¢Cual es el precio de cada articulo?

g) Encuentra un nimero de dos cifras sabiendo que su cifra de la decena suma 5 con la cifra
de su unidad y que si se invierte el orden de sus cifras se obtiene un nimero que es igual al
primero menos 27.

Autoevaluacion

Accede al siguiente cddigo o link para realizar la autoevaluacidn de la unidad 2

wls
=)= Autoevaluacion Unidad 2
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UNIDAD N°3
FUNCIONES

Conceptos fundamentales

En matematica, una relacién se usa para representar la relacion que guardan entre si dos
numeros, dos variables o dos objetos. Una relacidn se escribe a menudo como un grupo de pares
ordenados o bien mediante una regla que describe cémo se relacionan los objetos. En
matematicas, estas reglas pueden estar dadas por una ecuacion, una desigualdad o un sistema
de ecuaciones o desigualdades. Una funcion es una clase especial de relacién. Una relacién es

funcidn siempre que para cada valor de x le corresponde un Unico valor deyy.
Dominio y Rango

En cualquier relacién, el conjunto de todos los valores posibles de la primera componente X se
llama dominio y el conjunto de todos los valores de la segunda componente Y se llama rango o

recorrido.
Por ejemplo:

El grupo de pares ordenados:

{2,5),(3.8),(4,12), (6,-12)}

Expresa una relacion entre el grupo de las primeras componentes, o dominio (2,3,4,6), y el grupo

de las segundas componentes o rango (5,8,12,-12).

El dominio y rango son ideas importantes que nos ayudaran a entender mejor una relacion, en

especial cuando comencemos a graficar.
Funciones

Sean Ay B dos conjuntos. Una funcidn definida de A en B es una relacidn que hace corresponder
a cada elemento de A un dnico elemento B.

ftA->Bly=f(x)
El conjunto A se llama dominio o conjunto de partida y se expresa como Dom f = A.
El conjunto B es el codominio, recorrido, rango, imagen o conjunto de llegada de la funcién f(x)
y se expresa como Recorrido f = B.
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El elemento y que esta asociado a x por medio de f se escribe como y = f(x).

El conjunto Imagen (Im f) es el subconjunto del codominio formado por todos los valores

dey = f(x), con x € B.

o Unidad 3 - Definicién de Funcion. Dominio y Recorrido.
Determinacion de dominio y rango

Cualquier funcién se puede describir por medio de un conjunto de pares ordenados, una lista,
una tabla, una ecuacién o una grifica, cada una de estas formas de representacion pueden

utilizarse para determinar el dominio y rango de una funcion.

Determinar el rango de una funcién no siempre es tan facil como determinar el dominio de una

funcién.
A continuacién veremos varios ejemplos de cémo determinar el dominio y rango de una funcion:

Ejemplo 1: Determine el dominio y rango de una funcién dada por una tabla de valores

y

En este caso el dominio de la funcién de acuerdo a la tabla esta dado por los valores

D= {2,3,4,6},yelrecorrido estda dado por los valores R={-12,5, 8,12}. Los valores se ordenan

en forma creciente.
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Ejemplo 2: Determine el dominio y el rango de la funcidn definida por el conjunto de pares

ordenados: {(-1,-2), (0, 4), (3, 8), ( 5,12)}.

En este caso el dominio de la funcidn son las primeras componentes de los distintos pares: D =
{-1,0,3,5} y el recorrido es el conjunto formado por los elementos de las segunda componente

R= {_214/8/121}

A continuacién veremos cémo se determina el dominio y recorrido de una funcion definida

mediante una ecuacién.
Ejemplo 3: Dar el dominio y recorrido de la siguiente ecuacién: y =3 x -1.

En este caso podemos darle cualquier valor a x y obtenemos un valor de y. Por lo tanto decimos
que el dominio de esta funcién son todos los nimeros reales y el recorrido de esta funcién

también son todos los nimeros reales.

Dominio: todos los niumeros reales D =R

Recorrido: son todos lo nimeros reales R =R

Ejemplo 4: A continuacidn analizaremos cudl es el dominio y recorrido de la siguiente ecuacion:
y = x*=2

Le podemos dar cualquier valor a x que siempre obtenemos un valor de y. Por lo tanto se puede
decir que el dominio de esta funcion son todos los numeros reales.

Si observamos cuando reemplazamos los distintos valores de x, sean estos positivos o negativos
en la ecuacién siempre nos va a dar un nimero positivo. Si elevo al cuadrado el 0 nos va a dar 0.
Por lo tanto, si se eleva al cuadrado cualquier numero real, el resultado es mayor o igual que 0.
Si a este numero le sumo el -2, entonces el resultado serd mayor o igual a -2. De este modo

concluimos que el rango de esta funcidn seran todos los niumeros reales mayores o iguales a -2.
Dominio: son todos los nimeros reales. D=R

Recorrido: son todos los nimeros mayores o igualesa-2. R={y >-2}

Ejemplo 5: Veremos otro ejemplo cédmo determinar el dominio y recorrido de la funcidn
y=dx

Debido a que solo es posible extraer la raiz cuadrada de nimeros reales no negativos el dominio
es{x/x 20}.

El recorrido va a ser todos los nimeros reales positivos junto con el cero.
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Dominio: Son todos los valoresdex>0.D={x/x=0}.
Recorrido: Son todos los valoresdey >0.R={y/y>0}.

Ejemplo 6: Veremos cdémo determinar el dominio y recorrido de la siguiente funcion:

y=x*-16

Para encontrar el dominio de la siguiente funcién tenemos que encontrar todos los nimeros

2
2 , x*zl6= |x|=2l6=>x2>4
reales tales que ¥ -162 0. Estos numeros son ‘ | y X<

Dominio: son todos los valores. D= {x/x 24 vx< -4}
Rango: Son todos los valores dey>0.R={y/y >0}

A menos de que existan otras restricciones, el dominio de una funcién definida por una ecuacién

incluye a todos los numeros reales, excepto:
e Cualquier nimero para el cual el denominador sea igual a cero.

e Cualquier numero para el que la expresién definida por la ecuacidon no sea un nimero

real.

Representacion de funciones

Las funciones se representan graficamente en los ejes cartesianos donde cada punto de la
funcién estad dado por un par ordenado (x; y). Dado que todo valor y depende de la regla de
formacion de la funcidén y del valor que se le asigne a x, llamaremos a x, variable independiente

y ay, variable dependiente.

-

eje y 6 eje de las ordenadas

A= (4,2
S ’ ( )
]
1 ]
1
1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ] 10 1
-1 eje x o eje de las abscisas
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Las funciones se pueden representar de distintas formas, mediante Diagramas de Venn, por
medio de una tabla de valores o realizando el grafico correspondiente en los ejes cartesianos
ortogonales. En el Diagrama de Venn, dado a continuacién, se observan los elementos que

pertenecen al dominio, los que pertenecen al codominio y los que conforman la imagen.
N
& Actividad N° 1: Determinar Dominio y recorrido de las siguientes funciones

a) f(x)=vx+5

b) f(x) =x%2 -2
c) f(x)=-x%+3

d) f(x)=x?

e) f(x)= %x-3

f) f(x)=-3x+2

Griéfica de las funciones

Existen distintos tipos de funciones y cada una tiene caracteristicas particulares que se deben
tener en cuenta a la hora de hacer una grafica y un andlisis detallado. Sin embargo, es
importante poder encontrar elementos significativos que sirvan a la construccién de la gréfica.

Asi raices y ordenada, entre otros, son elementos que caracterizan a las funciones.

Las raices o ceros de una funcion son los x del dominio de la funcién que verifican la ecuacidn
f(x) = 0, graficamente son las intersecciones de la funcién con el eje de abscisas (eje x). Es
importante notar que una funcién podria no tener raices reales, tener una sola o tener mas de

una, esto va a depender de la cantidad de soluciones, si es que tiene, de la ecuacién f(x) = 0.

La ordenada al origen es el valor y de la ordenada tal que y = f(0), graficamente es la
interseccién de la funcién con el eje de ordenadas (eje y). En el caso de que x = 0 no pertenezca

al dominio de la funcién, la misma no tiene ordenada al origen.
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\_

Funcion lineal y=-1/2 x+2
x=4 es raiz;
y=2 es ordenada al origen
La funcién intercede al eje x en el punto (4,0)

La funcién intercede al eje y en el punto (0,2)

o Unidad 3 - Funcion Lineal
FUNCION LINEAL

Llamamos funcion lineal a toda funcion del tipo f(x)=ax+b, donde ay b son nimeros reales.
Su dominio es R porque es el conjunto mas amplio de nimeros reales para el cual la férmula

tiene sentido.
El grafico de una funcién lineal es una recta no vertical.

Se llama pendiente de una recta al aumento o a la disminucién de la variable y por cada

aumento unitario de la variable x.

fix)=ax+b — > Ordenada al origen

Pendiente
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Supongamos que P ( x1,y1 ) Y Q( X2, y2 ) son dos puntos diferentes de la recta correspondiente

al grafico de la funcién lineal, entonces podemos calcular la pendiente como :

Y, =¥ — Mide el cambioen el eje y
aqa=—-
X, —x, = Mide el cambio en el eje x

o . g xX)=ax+b e o
Una funcidn lineal estd dada por la expresion f( ) , el grafico de la funcidn lineal
es una recta. Donde:

a se llama pendiente de la recta (Relaciona la inclinacién de la recta respecto al eje X)

b se llama ordenada al origen (Indica el corte de la recta en el eje Y)

La pendiente y la ordenada, determinan la posicion de la recta en el plano.

Sia#0 yb#0 Sia#0 yb=0 Si a=0 yb=0

J()=y=ax+b J(x)=y=ax f)=y=»b

flz)=-22

f(z)=-3

fmy=2asl | TO=I= f@=y=-3

Para graficar una funcién lineal se tienen las siguientes opciones: Realizar una tabla de valores,
asignando valores a la variable independiente y evaluando en la funcidn, para obtener sus
respectivas imdagenes. Es necesario un minimo de dos puntos para determinar una funcion

lineal.

Dada una funcidn lineal analizamos su grafica segln la pendiente:
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Si la pendiente es positiva, el numerador

es positivo, es decir: y, —y;> 0. Entonces a >0

Y
X2>X1:> Y2>VY1

Funcidén Creciente

Si la pendiente es negativa, el numerador es

negativo, es decir:

y2—Yy1< 0. Entoncesa<0

Y Xa>X1 =7 Ya<yi

La funcion es decreciente

Si la pendiente es cero, el numerador es cero. S I S S

Entoncesa=0 =7y, ~y;i=0 = y=y;. - AR S SO Y AN S O SO A

Esto significa que todos los valores de las

abscisas tienen la misma imagen. En este caso la

funcién es constante.

i Il Il Il
T T T T
- -3 =) -l 1 2 3 4

Toda recta que no sea vertical corta el eje y en el punto en el cual x =0. En una funcién, a la
imagen del cero la llamamos ordenada al origen. Para hallar la ordenada al origen de la

funcién lineal f(x) = a x + b, reemplazamos a la x por 0.

f(0)=a.0+b = f(0)=b

E)
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Formas de ecuacion de la recta

Forma general de la recta

Esta dada por la forma ax + by + ¢ = 0 con a,b,c nUmeros reales

Funcidn explicita

Cuando una funcion se expresa de la forma y = f(x) se denomina funcidn explicita. Por ejemplo
la ecuacién ¥ = J(x)=x -2 define a y explicitamente como una funcion de x.

Funciones implicita

Si la relacién de x y y no es de esta forma, decimos que x y y estan relacionadas implicitamente,

0 que se trata de una funcién implicita.

Por ejemplo si escribimos la funcién anterior comoy—x+2=0,y—x=-20x -y =-2, entonces
la nueva ecuacién define a y implicitamente como una funcidn de x. Al despejar y obtenemos la

funcidén explicita que teniamos al principio.

Ecuacién Segmentaria de la recta

£+£:1

Toda ecuacién de la forma @ b representa una recta en forma segmentaria.

Los denominadores a y b representan los puntos de cortes sobre los ejes x e y

respectivamente.

Dada larectay =3 x + 2, esta dada en forma explicita para pasarla a la forma segmentaria se

procede de la siguiente manera:
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Ty —— J—— S R ———— JI ...... + ..... F
y=3x+2 = 3x-y=-2=> | . . T/ L o
3x ,,,,,, N T, J: ,,,,,, i ,,,,, -
Yy 1 f ‘
-2 =2 e '
x :
_ 4+ Z =1 !
272 e e
: D x
3 | | a i
I I I I
2 3 4 5
De este modo obtuvimosla | . . 4 | o+ HE i HE
ecuacién segmentaria de la ;
recta. Para graficar se marcan :
sobrelosejeslas | Ui iE T T Vo HER e
intersecciones y luego se traza
la misma.

A
%l E Actividad N° 2: Construir la tabla de valores para las siguientes funciones.

Graficar. Identificar pendiente y ordenada al origen.

a) y=3x+2
b) y=x+1
) y=2x

d) =—%x

e) y=—x+%
f) yz%x—l

g y=
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Actividad N° 3: Completar la siguiente tabla

MODULO DE MATEMATICA

La funcién que a cada numero le asocia su doble

La funcién que a cada nimero le asocia su triple mas 5

La funcién que a cada nimero le asocia su mitad

La funcidn que a cada numero le asocia su opuesto

y==-X+2

automovil que circula a 60 km/h

La funcion que expresa la distancia recorrida cada hora por un

y=x

perimetro

La funcidn que relaciona el radio de una circunferencia y su

area

La funcién que relaciona el radio de una circunferencia y su

= Ejercicios libro ed. Santillana: pag. 213: 4, 5y 6

Rectas paralelas y Rectas perpendiculares

La pendiente de una recta indica su inclinacién con respecto a los ejes cartesianos

Dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales

f(x)=2x-3

g(x)=2x-1

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes esiguala—1 o lo queeslo

mismo decir que sus pendientes son inversas y opuestas

1

S:y=aix+bs AN:y=a)x+b; Asly <& ar=- a,
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(> ) Rectas paralelas y perpendiculares
Ecuacién de la recta, dadas la pendiente y un punto de la misma
La formula para hallar la ecuacién de la recta, dada su pendiente ay un punto P(x:, y1) es:
Primero recordar como es la ecuaciéon de la recta y=mx+b

Luego al tener la pendiente m=a se reemplaza en la ecuacion, quedando de esta forma la recta
y=ax+b finalmente como la recta debe pasar por el punto P(x1, yl) se reemplaza en la
Ecuacién por el punto, obteniendo de esta forma yl=a x1 +b en donde la Unica incdgnita es

“b”, por lo que despejando se encuentra que b=yl-axl

Finalmente se llega a la ecuacidn de la recta : y=ax+b

Otra forma para la Ecuacién de una recta, dadas la pendiente y un punto es:

La férmula para hallar la ecuacién de una recta, dado un punto P(x1, y1 ) y la pendiente m es:
y=y1=m(x—x)

Ejemplo: Obtener la ecuacidon explicita de una recta cuya pendiente es -3y pasa por el punto

(11_2)
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Primero recordar como es la ecuacién de una recta y=mx+b
Luego al tener la pendiente m=-3 se reemplaza, quedando de esta forma la recta y=-3x+b

finalmente como la recta debe pasar por el punto P(1, -2 ) se reemplaza en la ecuacién por los

puntos, obteniendo de esta forma

-2=-3.1 +b en donde la Unica incdgnita es el valor de b, por lo que despejando encontramos b =

-2+431,b=1

Finalmente llegamos a la ecuacion de la recta : y=-3x+1

[=]
£l
[=]

°Unidad 3 - Ecuacidn de la recta dada la pendiente y un punto.

Ecuacién de una recta, dados dos puntos
La formula para hallar la ecuacién de la recta, dados dos puntos P(x1, y1) Q(xz2, y2 ) es:
Primero recordar como es la ecuaciéon de la recta y=mx+b

La informacion que se requiere es m(pendiente) y b(ordenada al origen)

Y2—Y1

La pendiente puede obtenerse de m = P
2741

Luego al tener la pendiente m=a se reemplaza en la ecuacion, quedando de esta forma la recta

y=ax+b finalmente como la recta debe pasar por los puntos P(x1,y1) Q(x2,y2).

Por lo tanto se elige alguno de los puntos por ejemplo P (x1,y1) y se reemplaza en la Ecuacion,
obteniendo de esta forma yl=a x1 +b en donde la Unica incégnita es “b”, por lo que

despejando se encuentra que b =yl-axl

Finalmente se llega a la ecuacion de la recta : y=ax+b
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Otra forma para hallar la ecuacion de una recta, dados dos puntos pertenecientes a ella :P(x1,
y1)y Q(xz2,Yy2) espor medio de laférmula:
Y27
Y=y :;(x_xl)

X, — X,
Ejemplo (utilizando la férmula): Obtener la ecuacién explicita de una recta que pasa por los

puntos P(3,2) y Q( 4, - 3)

5 —3—2( 3)
y—2= X = _
4-3 = ¥y=2=5(%=3) =\ 5o 5x+15 = y=-5x+15+2

= y=-5x+17

Of:-%40

o Unidad 3 - Ecuacion de la recta dados dos puntos

NN
% Actividad N° 4: Dada las siguientes funciones lineales f(x) = 3x + 2,

f(x)=—-2x+5,y f(x) = 5x

a. Graficar
b. Calcular f(0), f(2), f(-1)
¢. Encontrar la raiz (Valor de x para f(x)=0)

d. Encontrar el valor de x para
f(x)=1
f(x)=2

f(x)=-3
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Actividad N° 5: Hallar la ecuacién de la recta:

a. Que pasa por el punto P (2,9) y tiene pendiente -3.
b. Que pasa por el punto P (1; 5) y tiene pendiente O
c. Que pasa por el punto P (3; -4) y tiene pendiente -1
Actividad N° 6:

a) Hallar a € R para que la recta de ecuacién y = ax + 5 pase por el punto (1; 4).
b) Hallar b € R para que la recta de ecuacion y = -2x + b pase por el punto (-3; 1)

c) Hallar el valor de k, tal que la recta 3x-5ky+16=0 pase por el punto P(-2,3)
Actividad N° 7:

a) Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(1,-1) y Q(4,8)
b) Determina la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos P(-2,4) y Q(1,1)

c) Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(-4,-1) y Q(2,-4)

Actividad N° 8 : Rectas paralelas y perpendiculares

., 2 ., ..
I Dada la recta R de ecuacion y = 3 + 2, obtener la ecuacién explicitade larecta T // R

que cumpla con la condicién indicada en cada caso.
a. T tiene ordenada al origen -2
b. T pasa por el punto (-1,2)
c. T pasa por el origen de coordenadas
d. T cortaal ejexenx=2

1. Dada la recta R de ecuacién y = 4x + 1 obtener la ecuacién explicitade larectaT L R

gue satisfaga la condicién indicada en cada caso
a. T pasa por el punto (-1,3)
b. T pasa por el origen de coordenadas
c. T tiene ordenada al origen —2
d.Tcortaalejexenx=-1
e.Tcortaalejeyeny=2

lll. Encontrar el valor de k, para que la recta 3x-ky-7=0 sea perpendicular a la recta 7x+4y-

11=0.
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IV. Encontrar el valor de k para que la recta 6x+2ky=3 sea paralela a la recta 3kx+4y=10.
Actividad N° 9: Algunas situaciones

a) Un kg de papas cuesta 85 pesos. Obtener y representar la funcion que define el costo de las
papas (y) en funcion de los kg comprados (x). ¢ Cual es su Dom(f)? ¢ Cuanto costaran 3,5 kg?

¢Qué cantidad podremos comprar si sélo disponemos de un billete de 500?

b) Una canilla vierte agua a un depdsito dejando caer 25 litros por minuto. Formar una tabla de
valores apropiada para representar la funcidn "capacidad" en funcién del tiempo. ¢ Cuanto

tiempo tardara en llenar una piscina de 50 m3 ?

c)Los paquetes de folios que compra un determinado instituto constan de 500 folios y cuestan

300 pesos.
a) Formar una tabla que nos indique el preciode 1, 2, ..., 10 folios.

b) Dibujar la grafica correspondiente ¢ Qué tipo de funcidén se obtiene? ¢Cual es la

ecuacion?

d) Pasada la temporada de invierno, un local de ropa deportiva hace en todos los articulos un
20% de descuento. a) ¢Cual serd el precio rebajado de unas zapatillas de deporte que costaban
45000 pesos? ¢Y de una campera de abrigo que costaba 600007? b) Si llamamos x al antiguo

precio del articulo e y al precio rebajado, ¢ qué funcion se obtiene?

e) Se quiere abrir un pozo de forma cilindrica de didametro 2 m. Expresar el volumen de agua

que cabe en él en funcion de la profundidad h. ¢ Qué tipo de funcidn se obtiene?

f) Representar el siguiente enunciado en forma algebraica: a) Sea °F, la temperatura en grados
Fahrenheit y C la temperatura Celsius. La temperatura Fahrenheit es igual a 9/5 de la

temperatura Celsius, mas 32. b) ¢35°C a cuantos grados Fahrenheit (°F) equivale?
Funcion cuadratica

A la funcién polinémica de segundo grado f(x) =ax?>+ b x + ¢, siendo a, b y c niimeros reales y

a #* 0, se le denomina funcién cuadrética:
Los términos de la funcidn reciben los siguientes nombres:

f(x)= ax?+bx+c

Término cuadratico Término independiente

Término lineal
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La representacidn grafica de una funcidén cuadratica es una parabola.

A continuacion graficamos funciones cuadraticas del tipo:

a)f(x)=ax?

Analizaremos qué efecto produce el coeficiente a

a)a>0 ~ La grafica de la parabola va hacia arriba (grafica a)

b)a<o0 — la grafica de la parabola va hacia abajo (grafica b)

c) y = x* (gréfica c)

a=10

=

(b)

b) Funcién de la forma f(x ) = x>+ ¢

Sic>0 7 la grafica se desplaza hacia

arriba

Sic<0 ™ la grafica se desplaza hacia

abajo
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Ustedes podran observar que el coeficiente ¢ indica donde va a estar el vértice por lo tanto, el

punto de corte sobre el eje de las abscisas.
c)f(x)=ax?+bx

Presten atencién en lo siguiente, ustedes pueden saber si la gréfica estard desplazada a la

derecha o a laizquierda de acuerdo al signo de los coeficientes ay b.

Es decir si ay b tiene el mismo signo la grafica se desplaza hacia la izquierda, en cambiosiay

b tiene distinto signo se desplaza hacia la derecha

Por ejemplo

f(x)=-2x2+3x

f(x)=x*+2x-1

Cortes con el eje x segln el valor del discriminante

E)
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A 8o S <o
>0
| M LR ."‘.‘ v ,F;
h o N N
\\ }_‘J’ Az
i
\, /_/'
La grafica tiene un punto
La grafica tiene dos puntos de . - . La grafica no tiene puntos
de interseccion con el eje
interseccion con el eje x y de interseccion con el eje
X

Ver el siguiente enlace y analiza la gréfica, variando el valor de a,b y c.

@Unidad 3 - Gréfica

Representacion grafica de la Parabola

Para graficar una funcién cuadratica se debe tener por lo menos tres puntos, "las raices" y el

vértice.
A continuacion veremos cdmo obtenemos las raices de una ecuacién de segundo grado:

e Para calcular las raices empleamos la siguiente férmula

—b+~b* —4dac

2a

X1,2 =

Los valores que obtenemos son los puntos de interseccién de la gréfica y el eje de las

abscisas.
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Calcularemos el vértice de la parabola, recuerden que el vértice de la parabola es un

[ J
punto por lo tanto deben encontrar el valor de la abscisa y el de la ordenada.
P(x,yv)
x, —b 2
— -—+c
= 2a , Yv = 4a
e Eje de simetria es la recta que tiene por ecuacion x = xy
e Ordenada al origen, es el punto de interseccidn de la gréfica con el eje y, vale decir que

F(O)=c

o Unidad 3 - Funcién Cuadratica

A continuacién veremos un ejemplo f(x)=x>+2x-3

La ordenada al origen es - 3, por lo tanto sabemos que el punto (0, -3) pertenece a la funciéon

Calcularemos las raices:

—2+/22—4.1.(-3) -2+416 , 7
= =
—2-4
=>x,=-3
2

2 2 x2 =

X1,2 =

Hallemos el vértice de la pardbola:

' 4 vértice: (-1;-4)
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Con estos puntos podemos trazar la

parabola:

o Unidad 3 - Funcién Cuadratica Ejemplo Practico

—\

Actividad N° 10: Dadas las siguientes funciones, hallar:
i) Vértice.

ii) Posibles puntos de corte con los ejes.

iii) Representacion gréfica.

a)y = x>*—6x + 8%

b)y = x2—2x — 38

)y =—x2—4x— 38

d)y = x2—6x8

e)y = x2—4%

fly =—-2(x—1)*+8%

Actividad N° 11: Resolver las siguientes situaciones problematicas

@ FICA- UNSL 86


https://youtu.be/HPaTxtI269s

UNIDAD N2 3 FUNCIONES MODULO DE MATEMATICA

a) Una funcidn cuadrética tiene una expresion de laformay = x 2 + ax + ay pasa por
el punto (1,9). Calcular el valor de a. ¢ Cual es su vértice?

b) Calcular el valor de b, para que la pardbolay = x 2 + bx + 3 pase por el punto P(2,-
1). ¢Cual es su vértice?

c) Llapardbolay =ax 2+ bx + c pasa por el origen de coordenadas. ¢ Cuanto vale c?
Si ademas sabemos que pasa por los puntos (1,3) y (4,6), calcular el valor de ay b.
Graficar Calcular m para que la pardbolay= x 2 + mx + 10 tenga como vértice el
punto (3,1). ¢ Cuales son los puntos de corte con los ejes?

d) Sesabe quelafunciény = ax 2+ bx + c pasa por los puntos (1,1), (0,0) y (-1,1).
Calculara, byc.

e) Sesabequelafunciény = ax 2+ bx + ¢ pasalos puntos (1,4), (0,-1) y (2,15).
Calculara, byc.

f) Entre todos los pares de nimeros cuya sumas es 100, determinar el par cuyo producto
es lo mds grande posible.

g) Un granjero desea proteger un campo rectangular con una cerca y dividirlo en dos
campos rectangulares mds pequefios mediante una cerca paralela a uno de los
costados del campo. Tiene disponible 3000 m de cerca, Determine las dimensiones del

campo de manera tal manera que el drea total protegida sea maxima.

Autoevaluacion

Accede al siguiente cddigo o link para realizar la autoevaluacidn de la unidad 3.

=~- Autoevaluacion Unidad 3
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UNIDAD N2 4
EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Se llama expresion algebraica a todo conjunto de nUmeros representados por letras, o por
letras y nameros, relacionados entre si por las siguientes operaciones: suma, resta,
multiplicacién, divisién, potenciacion y radicacion.

Las expresiones algebraicas las podemos clasificar en:

Expresiones algebraicas enteras: son aquellas en que ninguna letra, figura como divisor o

bajo el signo radical.

4.5 3 2
Ejemplo: 3x'y+ 7z - 2x

Expresiones algebraicas fraccionarias: son aquellas en la que al menos una letra figura en

el denominador:

2 3 5x2

Ejemplo:x_4 x 2-x

Expresiones algebraicas irracionales: son aquellas en la que al menos una letra figura
bajo el signo radical o como potencia de exponente fraccionario:

5

3 2
Ejemplo: 4/x —=3x2 —3x

Expresiones algebraicas enteras

Una expresion algebraica es entera cuando, con respecto a sus letras, figura en ellas las
operaciones de suma, resta, multiplicacion y potenciacidon con exponentes positivos.
MONOMIOS

Es toda expresion algebraica entera cuyas letras estan vinculadas por las operaciones de

multiplicacién y potenciacion con exponentes enteros positivos.

4
a x4y 5
Ejemplos: 3

Todo monomio tiene dos partes: coeficiente y parte literal
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® Parte literal: |a o las letras (variables con sus exponentes). En el ejemplo anterior

4_.5
la parte literal del primer término es * % . En general trabajaremos con

funciones de una variable.
e Coeficiente: Factor numérico que acompaiia a la variable, si no aparece se

4

considera que es 1. El coeficiente del ejemplo es 3

Monomios semejantes

Se llaman monomios semejantes los que tienen la misma parte literal.

Ejemplos: 4 x3y? vy -5x3y? son semejantes, también los son 4x° y 3x°

Grado de un monomio
El grado de un monomio es igual a la suma de los exponentes de la parte literal.

2

Ejemplo: 4 x> y?> el monomio es de grado 5

—xyz(’
el monomio es de grado 8

POLINOMIOS
Se llama polinomio a toda suma algebraica de monomios. Cada monomio es un término
del polinomio.
En general al polinomio lo podemos escribir de la siguiente manera:
P(x)=ao+aix +ax x*+asx3+..+an x"
Donde ag, a1, ... an, son los coeficientesy “ x”, es la variable.
En esta expresion consideramos que a» = 0 entonces “n” es el grado del polinomioy a »
es su coeficiente principal.
Un polinomio de dos términos es un binomio. Ejemplo: x + 2
Un polinomio de tres términos es un trinomio. Ejemplo: x3-2x?>+4
Un polinomio de cuatro términos es un cuatrinomio. Ejemplo: -5 x>- x3-2x%+4
Grado de un Polinomio
El grado de un polinomio es igual al monomio de mayor grado que en él figura.
Ejemplo: 4x3—3 x>+ 6 x—7x% El polinomio es de grado cinco

Se llama coeficiente principal al coeficiente que acompafia al monomio de mayor grado.
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El coeficiente principal del ejemplo anterior es: -3

Polinomios completos e incompletos
Un polinomio es completo cuando presenta todas las variables en forma decreciente. Un
polinomio es incompleto cuando faltan algunas de las potencias.

3
P(x)=2+5x——x2 +7x° +7x*
Ejemplo: Polinomio completo 2

Polinomio de: cuarto grado
El nimero de términos es: 5

El término independiente: 2

3
El coeficiente término cuadratico: 2
El coeficiente principal es: 7
El término Lineal es: 5 x

8
O(x)=5x> +-x°
Ejemplo: Polinomio incompleto 3

Polinomio de: grado 5

Q(x):0+0x+0x2+5x3+0x3+§x5
Si lo completamos: 3

Ordenado en forma creciente
El nimero de términos es: 2
El coeficiente término cubico es: 5

8

El coeficiente principal es: 3

OPERACIONES CON MONOMIOS
Suma de monomios semejantes
La suma de varios monomios semejantes es igual a otro monomio semejante, cuyo
coeficiente es la suma de los coeficientes de los monomios dados y la parte literal es la

misma.
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-5x %, 3%, -lxz.
Ejemplo: Sean los monomios: 4
1
S5x 43x7-—x7 :—2x2
Se suman: 4 4

Suma de monomios no semejantes
La suma de varios monomios no semejantes es igual al polinomio formado por la suma de
dichos monomios.

4x°
Ejemplo: Sean los monomios: 3

5
4x *+—x-=x’

Se suman:

Resta de monomios semejantes

Se restan los coeficientes y conserva la misma parte literal.

2 2
Ejemplo: Sean los monomios: -3X , 3x7,

2 2 2
Se restan: 99X —3x" =-8x

Resta de monomios no semejantes
Para restar dos monomios se suma al monomio minuendo el monomio sustraendo

cambiado de signo.

2 4
Ejemplo: Sean los monomios: -5 , -8x7,.

2 4\_ 2 4
Se restan: ~° X _('SX )——Sx +8x

Se obtiene como resultado un polinomio.

Multiplicacion de monomios
El producto de dos monomios es otro monomio con coeficientes igual al producto de los

coeficientes de los factores y el grado es la suma de los grados de los factores.
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Ejemplo: 4x4 _(_ 3y ): —12x9
st.ﬂx = @x:l
7 7

Division de monomios
El cociente de dos monomios es igual a otro monomio cuyo coeficiente es el cociente de
los coeficientes y cuya parte literal es el cociente de las potencias de igual base del

dividendo y divisor, siempre que la diferencia de los exponentes sea positiva o nula.

Ejemplo: 48x% - (_ 3x3)= —16x

OPERACIONES CON POLINOMIOS

Suma de polinomios

Para sumar varios polinomios se forma el polinomio suma con los términos de dichos
polinomios, sumando los monomios de igual parte literal, y se obtiene la suma buscada. La
manera practica de sumar o restar polinomios es ubicarlos uno debajo del otro, de manera
gue los términos semejantes queden en columna:

Ejemplo: Sumar los siguientes polinomios

P(x)=x"=5x"+2x" -3 O(x)=—9x" +x" +x-1  R(x)=-10x"+4x" —3x+1
x'=5x +2x7 —3
“ox} + x? -1

10x? +4x* =3x+1

x'—4x' +7x7 - 3x -3
Resta de polinomios
Para restar de dos polinomios se suma, sumando al polinomio minuendo el polinomio
sustraendo cambiado de signo, término a término.

Ejemplo: Restar los siguientes polinomios

P(x)=5x" —4x’ -3x* -4 O(x)=—8x" —2x" +x-7
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5x% —4x® —3x2 -4

-8xP-2xt+x-7

5xY+4x° —x7 -x +3

S Unidad 4 - Suma y Resta de Polinomios

Multiplicacion de Polinomios

Multiplicacion de un polinomio por un monomio

El producto de un polinomio por un monomio, es igual a la suma algebraica de los
productos de cada término del polinomio por dicho monomio. Se aplica la propiedad

distributiva del producto respecto de la suma:
4 16
(3)63 “ X% _6x+ 4).4)(2 —12x° — —x* 224X +16x2
Ejemplo: 3 3

Multiplicacion de dos polinomios
Para multiplicar dos polinomios aplicamos la propiedad distributiva, es decir, multiplicamos

cada término de un polinomio por cada término del otro polinomio.

Ejemplo:

P(x)=2x"—4x+3 O(x)=4x" —x

Yy
P(x).Q(x)= (2x2—4x+3)(4x2—x)

2x%.4x% + 2x7 (= x)+ (= 4x)4x” + (— 4x)(— x)+3.4x% +3.(-x)
=8x* —2x" —16x" + 4x% +12x% - 3x
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8x* —18x° +16x* —3x

Una forma practica para efectuar el producto de polinomios es efectuar los calculos en
forma ordenada, por ejemplo:

p(x)=3x472x3+3x77 y Q(X)=2x274x+3

P(x).Q(x)
3xt —2x7 +0x* +3x-7

X 2x° —4x+3

6x° —4x° +0x* +6x° —14x7
+ S12x% +8xY +0x7 —12x% +28x

ox' —6x" +0 x*+ 9x-21

6x° —16x° +17x" +0x® = 26x% +37x-21

o Unidad 4 - Multiplicacion de Polinomios
IDENTIDADES NOTABLES
Cuadrado de un binomio: El cuadrado de un binomio es igual al cuadrado del primer
término, mas el duplo del primer término por el segundo término, mds el cuadrado del
segundo término.

(a+b)?=a?+2ab+b?

(a-b)? =a’-2ab+Db?

Ejemplos:

(2x + 3}./)2 = (2x)2 +2.2x3y+ (By)2

=4x* +12x.y+9y?
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(4x—2y) =(4x) +2.4x.(2y)+(-2y)

=16x" —16x.y +4y°

Cubo de un Binomio: El cubo de un binomio es iguala al cubo del primer término. mas el
triplo del cuadrado del primer término por el segundo término, mas el triplo del primero
por el cuadrado del segundo, mas el cubo del segundo término.
(a+b)3=a3+3a’b+3ab?+b?
(a-b)3=a%-3a’b+3ab?-bd

Ejemplos:

(Bx+2y) =(3x)" +3.3x)* .2y +3.3x.29)* + (2y)
=27x" +54x° .y +36x.y” +8)°
(4y=3x) =(4y) +3.(4¥)*.(=3x) +3.4y.(=3x) + (= 3x)’

=64y° —144y* x +108y.x* —27x°

Suma por diferencia de dos monomios
El producto de la suma de dos monomios por su diferencia es igual al cuadrado del primer

término menos el cuadrado del segundo término.

(a+b)a—b)=a* —ab+ab-b’

—a’ - b*
Ejemplos:
(4+x)(4-x)=4> —x’
(5x+7y)(5x=7y) = (5x)* = (7y)’
=25x% —49y°

Actividad N2 1: Indique cual de las siguientes expresiones son algebraicas enteras

(ay b son constantes):

(23(3 )(Sy}\/gab - 7::'

a) 3x2 + 4x C)
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4 5 ~3x° —(4a)+(éj+9\/;
b) 47x " — 9y d) 5

Actividad N2 2: Identifique los términos semejantes:

a) 3x2y; 17X2y ; 12xy2

3x2

b) Vo —9xy2 ; 5xy2 y 6(x2+yJ

<) ax2 ; azx : 5x2 ; Sasx.

Actividad N2 3: Resuelva las siguientes sumas algebraicas:

NN N (2x9—3x5—1x6J—[—3x -%9-%5):
a) 5 2 4 ) 276 5520 2
é)c"'—z,1c4+lx4: 2.4 3 5.,_1 o4 A T 3 sl
by 7 2" 14 7% Tt TS st Tt )T
g)
2r—2x—§x*
c) 23 —x"—ﬂxl—&sz—(—5x3+lx4+§x2J=
h) 2 3 2 3

-——x 5x" ——x" +—x
2 3

(2)(4 —%xl —gxz}—(ﬁcj —%x“‘ —§x2J=
d) (4)(4—:{3 > ]+[ 3 Ty 8}
i)

(3)("’ fixs +3x4}+(0,3x" Jrzxj 0.4x2] =
e)

4 10 2
(—12)(7 —ix3 —E, 2]—[—9)53 —z,r7 —§x2)=
J) 2 3 2 3
Actividad N2 4: Efectue las siguientes multiplicaciones:
2) =
a) (3ax)(2ax?) = (f“fmsz.(5x3+7x4+8x2]=
X , f) 273 27 3

b) (2r*+ 3x)(2r*- 3x)=
) (3x)(4ax)(-2x’b) (z . _g}[s g) _
d) (4p3- 7d) (4p3+ 7d) €)

o 3 1)(_3. 3 0
e) _3n (2n - 5) h) X —Ex —g . —EX—EX =

a) (2x-5) = e) (—:‘Sx2 —2)(3)3 =
2 3
(—5x3+§x2] = (—lx3+2x} -
b) 5 f) 2 3
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Actividad N2 6: Aplicar diferencia de cuadrados:

a) (2x=5)(2x+5)= g G;\f—?’y}[%xﬁf;’y.}_

b) (%ersyJ'[%x_Sy]_ d) Ox=»)0x+y)=

Divisidn de un polinomio por un monomio
Para efectuar la division de un polinomio por un monomio, se divide cada término del
polinomio por el monomio.

(3)(3 —ix2 —6xj:4x :Exz —lx—é
Ejemplo: 4 3 2

Division de polinomios
Para hallar el cociente entero de dos polinomios enteros es necesario tener presente lo
siguiente:
Dividir un polinomio entero A(x) por otro polinomio B(x) ambos ordenados en forma
decreciente, es hallar un tercer polinomio entero, C(x), del mayor grado posible, que
verifique la igualdad:
A(x) =B(x) . C(x) + R(x)
Siendo R(x), el resto de la divisién, un cuarto polinomio en x de menor grado que el del
divisor.
Regla:
1. Seordenan los polinomios en forma decreciente, completando el dividendo si fuera
necesario.
2. El primer término del cociente se halla dividiendo el primer término del dividendo
por el primer término del divisor.
3. Se multiplica el primer término del cociente por cada término del divisor, debiendo
restar cada producto del término semejante del dividendo. (Cada resta se

transforma en suma cambiando el signo del sustraendo).
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4. los términos contrarios se suprimen. Se completa el resto con los términos
necesarios del dividendo.
5. Se divide el primer término del resto por el primer término del divisor hallando asi
el segundo término del cociente.
6. Se repite el procedimiento indicado en 3 con respecto al nuevo dividendo.
7. Se prosigue la division como se indica en 4, 5 y 6 hasta que el grado del resto sea
menor que el grado del divisor.
Ejemplo: Dividir los siguientes polinomios P(x ) =4x4+2 - 2x3—x , Q(x)= x?%-
2X

Al polinomio P(x) lo ordenamos y completamos: P (x)=4x4-2x3+0x2—x+2

2

RCLIN v
* ==t

A4x" =2 +0x? —x+2

Ax* 8% 4x2+6x+1\

6x +0x*—x+2

—6x" +12x° Cociente C (x)
12x°%- x 42

_12x% +24x

23x+2 Resto R ( x)

2 Unidad 4 - Division de Polinomios

Regla de Ruffini
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La regla de Ruffini, es un método practico que se utiliza para dividir un polinomio P(x)

por otro polinomio de la forma (x £ a)

Sean los polinomios P(x)=2x" +5x" x5 y Ox)=x+2

Aplicando la regla de Ruffini.

2 5 -1 -5
) -4 -2 6
2 1 -3 1
Coeficientes del cociente Resto
— 2 —
Cociente: Clx)=2x" +x-3 Resto: 1

Los pasos seguidos fueron:

1.

Lo primero que se hace es ordenar y completar el Polinomio P(x), luego se colocan los
coeficientes del polinomio ordenado en forma decreciente.
En la segunda fila de la izquierda se escribe a, en este caso — 2.
En la tercera fila, se baja el coeficiente del término de mayor grado: 2 (éste es el
coeficiente del primer término del cociente). Lo multiplicamos por —2 y el resultado — 4
se escribe debajo del siguiente coeficiente del dividendo 5. Se suman -4 y 5y el
resultado 1 se escribe abajo.
El 1 obtenido en el paso anterior reinicia el ciclo: se lo multiplica por —2 y el resultado —
2 se escribe debajo del siguiente coeficiente del dividendo —1. Se suman -1y -2 vy el
resultado -3 se escribe abajo.
El -3 obtenido en el paso anterior reinicia el ciclo: se lo multiplica por —2 y el
resultado 6 se escribe debajo del ultimo coeficiente del dividendo —5. Se suman -5y
6y el resultado 1 es el resto. Se escribe abajo.
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a2
6. Elrestoes 1. Los valores 2, 1y — 3 son los coeficientes del cociente: Clx)=2x" +x-3

7
cuyo grado es una unidad menor que el polinomio dividendo.

Al dividendo de la divisidon podriamos escribirlo asi:

2x° +5x° —)c—5=(x+2).(2)c2 +x—3)+1

o Unidad 4 - Ruffini

Valor numérico de una expresion algebraica
Se llama valor numérico de una expresion algebraica, para un sistema de valores asignados
a sus letras, al numero que se obtiene como resultado de efectuar las operaciones

indicadas en dicha expresion algebraica una vez reemplazadas sus letras por los valores

correspondientes.

Ejemplos: Hallar el valor numérico de:
a) 3ax® -3z para a=-2; x=3;z=-5.

Se reemplaza en la expresion algebraica cada letra por su valor correspondiente, y

luego resolviendo se tiene:
3(-2)37 -3(-5)=-54+15=-39

S T 2
b) P(x)—2x —4xT —x+7 para x = 2. Reemplazando se tiene:
P(2)=22°-42*-2+7
P(2)=16-16-2+7
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P(2)=5
Teorema del resto

El resto de la division de un polinomio entero en x, P(x), por un binomio de la forma (x + a)

siendo a un numero racional, es igual al valor numérico que adquiere el polinomio

dividiendo para x igual al segundo término del divisor cambiado de signo.
P(x)=(x—a)C(x)+r
P(x) [x-—a = P(x)=(x—-a).C(x)+r
r C(x)
Si sustituimos xpora = P(a)=(a—a).C(a)+r
= P(a)=r
Ejemplo: P (x) =2 x*—10 x?>— 7¢Cudl es el resto al dividirlo por (x+3)?
Reemplazamos al polinomio P(x) por -3

P(3)=2 (-3)%-10(-3)%2 -7

2.81-10.9-7

162 -90 -7
=65
El resto es de 65.

RAICES DE UN POLINOMIO
Un numero real “a “es raiz del polinomio P( x ) si a es solucién de la ecuacion P(x ) =0. Lo

que significa que si reemplazamos en el polinomio a la indeterminada x por a ésta verifica
la ecuacion P (a) =0

Ejemplo: Para verificar si 2 es raiz del polinomio P(x) = 2 x3 -2x? -28 x + 48 Se reemplaza a

X por 2
P(2)=2.23-222-28.2+48
=2.8-2.4 - 56+148
= 16 -8—-56+48
= 64-64
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P(2)=0 Si es raiz

—,  Actividad N2 7: Efectuar las siguientes divisiones:

—%'“-[—ij“ 3 1
b) 8 AL [2x5—x3+3x4—):(3x2—2x)=
g) 2 6
c) (6x3—12x2+3x):(-3x)=
h) (2x5 -3x’ +6x):(x2 +x—l)=

lx5 —gx4 +lx3 —2x2):(lx)
d) 3 3 4 2 =
)
6 3 (x3+2):(2x—%J:

e) (X4—15x3+9x2-§x):( 7§x): j)

i (5)(3 —2x —3):(2x+]):

Actividad N2 8: Resolver aplicando regla de Ruffini:

(2x3+5x—]):(x—2)= (X3—3x2—2):(x—3)=

a) c)
b) (3){3 -2x° —2):(x+1 )= d) (—x5 +12x° —15x7 —]6):(x+4)=

Actividad N2 9: Calcular directamente el resto de las siguientes divisiones:

o (2% +50> +4):(x+3)= py (2% —4x? =3):(x-1)=

(3)(3 +4x? +3J'(x+2 )=
o (12x* =537 +2x-5):(x -2 )= g\ 2 '
FACTOREO

Factorear o factorizar un polinomio entero de n  términos, es expresarlo como un
producto de otras expresiones algebraicas enteras.
A continuacién veremos los distintos casos de factoreo:

e Factor comun

@ FicA- UNSL

102



UNIDAD 3- EXPRESIONES ALGEBRAICAS MODULO DE MATEMATICA

Para factorear un polinomio que tiene factores comunes en todos sus términos se escribe
el producto de todos los factores comunes, numéricos y literales, fuera de un paréntesis
dentro del cual se escribe el polinomio formado por los cocientes de cada término del
polinomio dado por el producto de los factores comunes extraidos. (Tener en cuenta, el
numero de términos dentro del paréntesis factor es igual al de términos del polinomio que
factorea).
Ejemplos:
a) 4x2-8x=4x(x-2)
b) -24x%+12x3-6x%2=6x*(-4x*>+2x-1)
e Factor comun en grupos de igual nimero de términos
Para factorear un polinomio que tiene grupos de igual nimero de términos con factores
comunes en cada grupo se factorean dichos grupos, el resultado se factorea nuevamente
con respecto al factor comun que aparece entre paréntesis. Si el nuevo factor fuera comun
solo parcialmente, se efectla un factoreo parcial que permitira el factoreo final.
Ejemplos:
a) 7x°-5x*+14x-10=(7x°>+14x)+(-5x*-10)
7x(x*+2)-5(x%+2)
(7x -5) (x*+2)
b) a%-a%+a-1= (a%-a?)+(a-1)
=a’(a-1)+(a-1)
=(a%+1).(a-1)
c) 4x3+8x2+8x+16 = 4( x3+2x2 + 2x+4)
=A[(x3+2x2%2 )+ (2x+4)]=4[ x?(x+2) +2(x+2)]
=4(x+2)(x*+2)
e Diferencia de cuadrados
Para factorear un binomio que es diferencia de cuadrado se forma el producto de
la suma de las bases de dichos cuadrados por la diferencia de las mismas.
Ejemplos:
a) a’-b?=(a+b).(a=-b)
b) xX2—25=(x-5).(x+5)
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c) x-9=(x3-3).(x*+3)
d x4-121=(x?-11).(x*>+11)
e Trinomio cuadrado perfecto

Para factorear un polinomio que es trinomio cuadrado perfecto se eleva al cuadrado el
binomio formado por la suma de las bases de los cuadrados perfectos que son términos del
trinomio, previa identificacién del doble producto de dichas bases con el término restante
del trinomio.
Observaciones: Cuando el término igual al doble producto de las bases es negativo, uno de
los términos del binomio es positivo, en tanto que el otro debe ser necesariamente
negativo; si es positivo, ambos términos del binomio son positivos.
Ejemplos:

a) x*+2ax+a’ =(x+a)(x+a)=(x+a)
p) ¥ ~2ax+a’ =(x—a)lx—a)=(r-a)
0 x? +10x+25=(x+5)
d) x* —12x+36 = (x—6)’

e Cuatrinomio cubo perfecto
Para factorear un polinomio que es cuatrinomio cubo perfecto se eleva al cubo el binomio
formado por la suma de las bases de los cubos perfectos que son términos del cuatrinomio,
previa identificacion de los triples productos de los cuadrados de cada una de dichas bases
por la otra con los otros dos términos del cuatrinomio.
Observaciones: Si el cuatrinomio tiene dos términos positivos y los otros dos negativos,
uno de los términos del binomio es positivo y el otro negativo. Si los cuatro términos son
negativos, los dos términos del binomio son negativos

Ejemplos:
a) a’ +121c:4y3 +48c12y6 +64y° = (a2 +4y3)3

J1250" — 154" =2 g% - = [_56,4 _lJ
b) 5 125 5
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3 2 3
o) ¥ +12x7 +48x +64 = (x+4)

e Suma o diferencia de Potencias de Igual grado
A continuacién veremos los diferentes casos de suma y diferencia de potencias de igual
grado.
SUMA DE POTENCIAS DE IGUAL GRADO
a) Lasuma de dos potencias de igual grado par no es divisible por la suma de las
bases de dichas potencias ni por su diferencia. En consecuencia tales binomios no
son factoreables.
b) La suma de dos potencias de igual grado impar solamente es divisible por la suma
de las bases de dichas potencias
Ejemplo: Suma de Potencias de Igual exponente par
x4+ 81 , no tiene raices reales
Ejemplo: Suma de Potencias de igual exponente impar

x> +243 =x°+3° .Se buscan las raices

x> +35=0 = x=-3.

Se resuelve por la regla de Ruffini (x°> +3°): (x+3)

1 0 0 0 0 243

-3 9 -27 81 -243

1 -3 9 -27 81 0

Porlotanto: x> +3°=(x+3)(x*-3x3+9x%-27x +81)

DIFERENCIA DE POTENCIAS DE IGUAL GRADO

La diferencia de dos potencias de Igual grado par, es divisible tanto por la suma de las
bases de dichas potencias como por la diferencia de las mismas.

Ejemplo: Diferencia de potencias de igual grado par

x4—-81 = x* - 34
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Se buscan las raices de: x4—81 =0 = |x\=3:>xl =3Ax =3

Se aplica la regla de Ruffini

e (x*-81) :(x-3)

1 0o 0 0 -8
3 3 9 271 8l
13 9 27 0

(x*=81) =(x-3).(x3+3x*+9x+27).
e (x%-81) :(x+3)

1 0 0 0 -81
3 -3 9 27 81
1 -3 9 27 0

x4=81 =(x+3)(x3-3x*+9x-27).
La diferencia de dos potencias de igual grado impar solamente es divisible por la

diferencia de las bases de dichas potencias
Ejemplo: Diferencia de potencias de igual grado impar.

x3—125=x3 - 53 se buscan las raices
-53=0 = x=5.

Se resuelve por la regla de Ruffini (x> -53): (x=5)

1 0 0 - 125
5 25 125
5
1 5 25 0
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Porlotanto: x> -53=(x—-5).(x*+5x+125)
e Factorizar ecuacién de segundo grado
Factorizar una ecuacion de segundo grado consiste en primer momento obtener las
raices de la ecuacién de segundo grado.
ax’+bx+c=a(x—x1). (x—x2)
Ejemplo:
6x2—10x+4=6(x—-1).(x-2/3)
Estrategias para Factorizar
Ciertos polinomios pueden factorearse aplicando sucesivamente varios de os casos de
factoreo.
Generalmente se inicia el factoreo aplicando el factor comun, si ello es posible, para
facilitar el factoreo posterior del polinomio aplicando los caos restantes
Tener en cuenta la cantidad de términos
e Dos Términos: Intenta factorear como una diferencia de cuadrados o como una
suma de diferencia de potencias de igual grado.
e Tres términos: |dentifica si es un trinomio cuadrado perfecto, si lo es factorizalo
como el cuadrado de un binomio.
e Cuatro términos: Identifica si es un cuatrinomio cubo perfecto, si lo es, factorizarlo
como el cubo de un binomio.
e Mas de tres términos: Si la cantidad de términos es un numero no primo, analiza si
se pueden agrupar, es decir, si se puede aplicar factoreo en grupo.
e Por ultimo, trata de asegurarte si cada factor que queda, es primo.
e Para factorear un polinomio de segundo grado debemos calcular las raice y queda:
ax?+bx+c=a(x-x1).(x-xz2)
Ejemplo: Factorear ¥ 2y + 0y -yt -2y —
Aplicando el primer caso se tiene:
x4+ 2x°y+x7yt =yt =257y’ —xy6=x.(x6 +2x°y+x*y? —x*yt = 2x° —yf’)

Ahora se aplica factor comun en grupos

=x.[(x6 + 2x5y + x"yz )+ (— x2y4 - 2)cy5 - y6 )]
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et (e 4 20y 92 )=yt (62 20+ 0 )

(e 420+ 7 )6t = )]

_xleyf (47 ot =y7)

_xfxt )P (- )+ )

o Unidad 4 - Factoreo

% ' Actividad N2 10: Aplicar factor comun:

a) 15b—-25c+10d= c)4m*n%-8m n2+14 m°n*=
4 10
—_X - — —

b) 2ab+3ac—-4ad= d)3 3

Actividad N 211: Factoricen los siguientes polinomios:

a) 4x3-2x>+6x-3= O)xe+2x°+x*+2x3+2x+4=
b) x*-x3+x—-1 = d)2x°—-x*+6x3-3x*+8x—-4=

Actividad N 212: Expresen cada trinomio cuadrado perfecto como el cuadrado de un

binomio:
9_
a)dx?—4x+1= c)x?+3x+4
4 4
—X+—=
b)x6+4x3+4= dyx2-3 9

Actividad N 213: Expresen cada cuatrinomio cubo perfecto como el cubo de un binomio:

l)53—§362+§x—1=

a)x3+15x2+75x+125= o8 4 2
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1
B S AV
b)x3—12x2+48x—64= d) 8
Actividad N 214: Factoricen las siguientes diferencias de cuadrados:
a)4a’-9b4= d)36 m*-25n?=
4 4 1,
—xt——y? =
b) 49 9 e) 0,25 m* n? - 0,09 x8 y6 =
25 121 , 49 ,
—m
c)-0,81a*b2+ 4 =

—m ——a =
[ 169 144

Actividad N 215: Factoricen las siguientes sumas y diferencias de potencias de igual grado:

a)x’+128= e) x5+ 64 =
L 1
b) x5 - 32 f)x6- 64
c)y3+27= g) x3—1000 =
dy*-81= h)y4-625=
Actividad N 216: Factoricen la ecuacién de segundo grado:
5 15
5 Sx"——=x——=
a) 2x° +5x-3= c) 4 8
lvcz—_7c+E= lx2+2x+——
b) 7 7 d) 4

Actividad N 217: Factoricen las siguientes expresiones, combinando los distintos casos de
factoreo:

a) x¥’+ax+bx+ab=

h)x3-225x =
1. 2 4
— X —=x+—=
b) 4 5 25 )V —8y—y+8=
2 2 _
C)4xy ]2_xy = J)y +36+12y—
¥ —xtt=
d) 4 k)27x —54x% +4x -8 =_
14 . 35 ., 21,
)2x’ —2x* = 2x> +2 _ o Tt RT

X
) 9 6 12
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f) 100y* —81 = m) ax’ +ay —bx* — by

g) x —xy2 +x2y —y3 = n) 2x* +50a” — 20ax

EXPRESIONES ALGEBRAICAS FRACCIONARIAS
Una expresion algebraica es fraccionaria cuando tiene por lo menos una letra que figura
como divisor o tiene exponente entero negativo.

3a+2x 4 x*—2x+4

2

Ejemplo: 5a-2x" X x+2

Simplificacion de Expresiones algebraicas fraccionarias

Para simplificar una expresién fraccionara es necesario que existan factores comunes en el
numerador y denominador, de lo contrario; la expresion racional es irreducible.

Ejemplo:

(x—2)(x+2) )
(x+5)x+2)

a) simplificamos los factores comunes X+5 (x #-2)
Las dos expresiones anteriores son equivalentes

x+3 X+3 1

b) A3 = h (x) = x(x+3) :>h(x)=; (x#-3)

Reduccién de fracciones algebraicas a comin denominador
Reducir dos o mas fracciones algebraicas a comun denominador es transformarlas en otra
gue tengan el mismo denominador y sean respectivamente iguales a las dadas.
Para reducir dos o mas fracciones algebraicas a minimo comuin denominador se
transforman en otras, respectivamente iguales, que tengan por denominador el minimo
comun multiplo (m.c.m.) de los denominadores y por numeradores, los productos que se
obtienen multiplicando los cocientes de dicho m.c.m., por cada denominador, por los
numeradores respectivos
Ejemplo: Determinar el m.c.m. de los denominadores:

2. y_. x

2 270

xX° =y 2x.(x+y)’ Zy(x—y);

=yt =(x+y)x-y)
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2x.(x + y) el m.c.m :ny.(x + y.)(x - y)
2y.(x~y)
Luego:
2 2.2xy 4xy

x° —y2 B 2xy(x+y)(x—y) - 2xy(x2 —yz)

y yyle=y)  ylx-y)

2x_(x +y) - 2xy(x+ y)(x—y) B ny(x2 —yz)

x xx(x+y) _ x*(x+y)
2y(x—y) 20(x+yNx-y) 20(x*-»7)

OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGERAICAS FRACCIONARIAS
Para operar con expresiones racionales o fraccionarias, aplicaremos las mismas
propiedades que se usan para operar con fracciones numéricas.
Suma o resta de fracciones algebraicas de igual denominador
Para sumar o restar dos o mas fracciones de igual denominador se procede como en el
caso de las fracciones numéricas, formando una fraccién algebraica cuyo denominador es
igual al de las fracciones dadas y cuyo numerador es la suma o resta los numeradores.
Ejemplo:
X +x+2:x+x+2:2x+2:2()c+1)
a) ¥*—2 x-12 x—=2 x—=2 x—=2

I 2x-1_1-(2x-1) 1-2x+1_2-2x -2(x-1)_

by *x—1 x-1 x—1 x—1 x—1 x—1

-2

Suma o resta de fracciones algebraicas de distinto denominador
Para sumar o restar dos o mas fracciones de distinto denominador se reducen primero las
fracciones a minimo comun denominador, luego se procede como en el caso de igual

denominador.

Ejemplo:
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X 3x—1 X 3x—1 x2 3x -1 x2+3x—1
+ + =

2 X2 2oy x-2 x(x—2)lx(x—2) x(x12)_ x(x—2)

Se suman los

Se factorizan los numeradores
denominadores

Se hallael m.c.m. y las
fracciones equivalentes

X2
b) x +1 x—1
2 2
x(x—1) 2x+1) x"—-x-2x-2 x"-3x-2

(x+1).(x—1)_(x—1).£x+1)_ (x—1)(x+1) _(x—l).(x+1)

Se halla el m.cm. y las Se restan los
fracciones equivalentes numeradores
1 2 X 1 2 X

+ — = + —
0 2x-2 2 _1 x4l 2(x-1) (x+1)(x-1) x+1

Se factorizan los denominadores

x+1 N 22 _ 2x(x-1)
2(x+1).(x-1) 2(x+1)(x-1) 2(x+1).(x-1)

v

Se halla el m.c.m. y las fracciones equivalentes

X+144-2x(x-1) x+5-2x>+2x —2x?+3x+5
Ax+1)(x—=1)  2x+1)(x-1) 2(x+1).(x—1)

(2x+5).(¢F1)  —2x+5  —2x+5
_ 2(;74)@—1) S 2(x+D)(x—1)  2(x-1)

l

Se factoriza el numerador y se simplifica

Multiplicacion de fracciones algebraicas
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El producto de varias fracciones algebraicas es otra fraccion algebraica que tiene por
numerador el producto de los numeradores de las fracciones dadas y por denominador el
producto de los denominadores.
En la practica, se factorean el numerador y denominador de cada una de las fracciones
dadas luego se simplifica y por Ultimo se resuelve.

P(x) R(x) P(x).R(x)

0(x) S(x)  O(x).S(x)

Ejemplo:

x* x+2 X 57 B X
X —43 —x (Vaﬁ.(x—z)'x@xz 1) (x-2).3x*-1)

Divisidn de fracciones algebraicas
El cociente de dos fracciones algebraicas fraccionarias es otra fraccién algebraica que se
obtiene multiplicando el dividendo por la fraccién inversa del divisor.
En la practica, se factorea el numerador y el denominador de las fracciones dadas y se
efectian todas las multiplicaciones posibles para obtener una fraccién reducida a su mas
simple expresion

P(x) R(x) P(x) S(x)

0(x) " S(x)  O(x) R(x)

Ejemplo:

x x+2 x 3x-1_ x(x-1
x—2 3x—1 x-2 x+2 (x=2).(x+2)

Recordar que tanto en la multiplicacion como en la division se debe simplificar siempre que
sea factible.
OPERACIONES COMBINADAS
Cualquier combinacion de las cuatro operaciones con fracciones algebraicas da como
resultado una expresion algebraica fraccionaria o entera.
Para resolver las operaciones combinadas se debe tener en cuenta la simplificacion,
multiplicacién, divisién, suma y resta de fracciones algebraicas.
Recordar: Para resolver una operacién combinada se debe:

e Separar en términos
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e Efectuar las operaciones indicadas en cada término;

e Sies posible, simplificar e indicar la condicidn de posibilidad.

Ejemplo:
1 ) 1 2x 1-2x
;__3x_;_? 3x _ x 3
X+l x+41  x+1 x41  x+1 x+1
a) x’ x’ x’
1-2x x° B 3x _x—2x2_ 3x
- x x+1 x+1 x+1 x+1
2 2
x—2x —3x:—2x —2x:—2x(xyl):_2x
= x+1 x+1 x/r
Vx:x 20N x #£-1
X 4+2x-3-x(x+3) x*+2x-3-x"-3x -—x-— 4(x+4
) QN Ca%)
x+3 4 x+3 x+4 x%3 x+3
b) (x+4)" x+4 (x+4)" 4 _4(x+4) _
— 4(x +4)
Vx:x¢—3/\x -4 Vx:x#O/\x -1

o Unidad 4 - Expresiones Algebraicas

N
%l E Actividad N 2 18: Marquen con una x las expresiones algebraicas fraccionarias:
1 x—2

Actividad N 2 19: Simplifiquen las siguientes expresiones algebraicas:
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X' —6x+9 X —x?
a) x*=3x b) X =2x" +x

X’ —6x+9 x*+7x+10 x> —16x

) ¥ —9x +27x-27

Actividad N 220: Efectlen las siguientes sumas y restas de igual denominador:

2x N 8 _ 6x” 12x
a) X +4 x+4 b) 4x—8  4x-8
2x—x° X(x+2) _ 3xt +1 +5x3—1 B
c) x? x° d) 12x° 12x*
I+x 4x*  5x7 —x X 3
+ =

e) B S f)2x76-2x —6

Actividad N 2 21: Efectuen las siguientes sumas algebraicas:

d) x> =25 e) x?=2x

MODULO DE MATEMATICA

10 8 12 6 2
+ = : + -—=
a) ¥ -2 x +2 by X +2x x +2 X
x*+6x+9 x°-9 8 X+4
+ = + =
) X +3 x -3 d) xP-4 x +2
x+5 _ x+4 1 N 2x
e) x* +10x+25  x*-16 f) 2x -1 1-2x
X742 _ 3x B 3x° 24 48
g) “2)(x' -1 X +2xt-x-2 h (¢ +2.(x -2) x*—4 x’—4x
2 101 _ x=1 x+1_
i)X—S x' =5 x+5 j x+1 x—1
x 6
k) 3x-9 x*-9
Actividad N 2 22: Efectuen las siguientes multiplicaciones y divisiones:
R
2 x-3 T, i ) -8x B
a) ¥ =3x X b) X —2x+4 2x7 +3x-2
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x’ -8 '2X4 +4x° +8x*?

c) xP—4 " 2x% +4x°
x’—8lx x” -8l B
e) xz_yz 'x4_2x2y2+y4

x'=2x*+1 x* -4 3

g) xX—dx+4 x*-1 N

MODULO DE MATEMATICA

x*+x-6 ‘xz +5x +6 B

d) x* -1 x*+x-2

x* -9

f) 2x+4 x?—4x+3

x+2

(x+1)=

1 x+1 xd—li

h) x xi4x i1

Actividad N 2 23: Efectuen las siguientes operaciones combinadas:

x1+7x+6_ 1
()c+1)2 X+1:

X°+6x+5
a) x °—1
x =7
x’-16  x+4
x*-14x+49 x*-16
C) X+4 4
X +3x7 +3x+1
()c+1)2 xP-1 _
x*-3x% +3x-1 (x+])2
0 1)

Autoevaluacion

X 2
+
x—3 x2—6x+9:
X—2
b) X —3
1 1
2 T2
£:L+ X x|_
1 1
d) X x2 X4
x? =25 x—3 x+5

f) x*—2x-3 ¥’ +10x+25 x° +6x+5=

Accede al siguiente cddigo o link para realizar la Autoevaluacién de la Unidad 4

A
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UNIDAD N°5 TRIGONOMETRIA MODULO DE MATEMATICA

UNIDAD N25:

TRIGONOMETRIA

Las funciones trigonométricas fueron creadas originalmente para describir las relaciones que hay entre
los lados y los angulos de los tridngulos. No obstante, como suele suceder a menudo en matematicas,
se descubrieron otras aplicaciones para estas funciones. Las areas técnicas y cientificas dependen

bastante de las funciones trigonométricas.

Iniciaremos nuestro estudio de la trigonometria con el andlisis de los angulos y las mediciones
angulares. Luego definiremos las seis funciones trigonométricas para resolver problemas que
impliquen tridngulos rectangulos. A continuacidn, repasaremos nuestros conocimientos sobre angulos

y como medirlos.

Generacion de angulos: En geometria se define angulo AOB como la region del plano comprendida

entre dos semirrectas (lados Ay B), con un origen comun denominado vértice (O)

El dngulo & es positivo si se desplaza en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj y es

negativo si se desplaza en sentido contrario.

Ejemplo:
B
0} A >
o] A g
Angulo positivo Angulo negativo B
T
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La semirrecta OA al hacerla girar alrededor del origen "O” en sentido anti horario hasta ocupar la

posicion OB genera el angulo @ . La semirrecta OA puede girar cualquier nimero entero de

revoluciones en sentido positivo o negativo, luego de la cual sus extremos quedan posicionados en el
mismo punto. Esto significa que la posicidn del lado extremo del dngulo le corresponde una infinidad

de dngulos (positivos y negativos).

Estos angulos pueden obtenerse por la expresion:

B=a+360°% -0 *1 *2 *3 . conk €z

Ejemplo: Un dngulo de 1302 tiene la misma posicidn de sus lados que: -2302, 4909, 8509, -590°, etc.

De acuerdo a lo que se dijo anteriormente, al angulo & = 1302 lo podemos expresar como que todos

los angulos enumerados estdn contenidos en la expresién:

B =130+360°% conk €2

Sistemas de Medicion de Angulos

Los angulos suelen medirse en unidades tales como el radian, el grado sexagesimal o el grado
centesimal. Las dos unidades mds comunes son el grado sexagesimal y el radidn. A continuacién,

veremos como convertir de grados sexagesimales a radianes y de radianes a grados sexagesimales.
Los sistemas de medicion de angulos mds usados son:

a)Sistema Sexagesimal

b)Sistema radial o circular

Sistema Sexagesimal

En el sistema sexagesimal la unidad de medida es el grado, el cual se define como la noventava parte
de unangulorectoy selonotapor 1°. Se llama minuto a la sesentava parte de un grado, denotdndoselo
por 1', y se llama segundo a la sesentava parte de un minuto, denotandoselo por 1". (Un angulo recto

=90°)

1 angulo recto 1° . 1
=1°Cungrado); —=1'(un minuto); — =1"(un segundo
1 angulo recto = 902 1°= 60’ 1'=60"
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Sistema Radial o circular

En el sistema circular, la unidad de medida de un angulo es el radian. Un radian (rad) es la medida
del angulo central de una circunferencia cuya longitud de arco coincide con la longitud de su radio.

— I

1rad > 57°17'44,8"
360° - 2m radianes

180° - mradianes

o rad

En general: a° > 180°

Correspondencia entre sistema sexagesimal y circular
[ 1 angulo recto = 902

T

1 angulo recto = 2 radianes (dngulos de 1 radian)

T
902 = 2 radianes
T i ., 180°
1°= radianes lradian = ——
80° = T

(L

(2]
Dado un angulo en grados sexagesimales, basta multiplicar su medida por 180 para obtenerlo

expresado en el sistema circular. Reciprocamente, dado un angulo en el sistema circular, basta
180°

multiplicar su medida por "' para obtenerlo expresado en grados sexagesimales.
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Ejemplo:

a)Expresar en sistema circular un dangulo de 362.

36":[ T .36"J
180° - dianes = 367=0,62832

b) Expresar en grados sexagesimales un angulo de 2,5 radianes.

180°
T

2 Sradianes = ( .2,5J =143°14"22"

D)nidad 5 - Sistema sexagesimal Trigonometria

Recuerda: Los dngulos se clasifican en convexos y concavos.

Los angulos convexos se clasifican a su vez en:

e Angulo nulo 0°

e Angulo agudo 0°< & <90°

e Angulo recto & =90°

e Angulo obtuso 90° < & < 180°
e Angulo llano & =1

Los angulos cdncavos miden entre 180° y 360°. Por ejemplo: 190°, 240°, 340°

Tridngulo rectdngulo

C
Hipotenusa =H
= Cateto Opuesto =CO
= FICA- UNSL
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Teorema de Pitagoras

En todo triangulo rectangulo, la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre sus catetos es
igual al drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa.

c2=a’+b?

C/ P ™
~ a Y,

Tridngulos Rectangulos Semejantes
Si en un triangulo rectangulo ABC trazamos una paralela a uno de los catetos, formamos otro triangulo
rectangulo ADE semejante al anterior (utilizando el criterio de semejanza), entonces notemos que la

razon entre los catetos del tridngulo ABC es equivalente con la razén de los catetos del tridngulo ADE,

es decir:

Relaciones Trigonométricas
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Las relaciones trigonométricas son las razones entre los catetos y la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo.
Seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante que se abrevian como: sen, cos, tg, cotg,

sec y cosec, respectivamente.

@ Seno del 4ngulo & : es el cociente entre el cateto opuesto y la hipotenusa.

.\ cateto opuesto B
sen(d)= —————=—
hipotenusa A

@ Coseno del dngulo & : es el cociente entre el cateto adyacente y la hipotenusa.

( A) cateto adyacente C
cos(a )= =
hipotenusa A

e Tangente del dngulo & : es el cociente entre el cateto opuesto y el cateto adyacente.

. cateto opuesto B
g(a)= =—
cateto adyacente C

e Cotangente del dngulo & : es el cociente entre el cateto adyacente y el cateto opuesto.

.\ cateto adyacente C
cotla )= =—
cateto opuesto B

@ Secante del angulo & : es el cociente entre hipotenusa y cateto adyacente.

. hipotenusa A
sec( a ) = P =—
cateto adyacente C

e Cosecante del dngulo & . es el cociente entre |a hipotenusa y el cateto opuesto.

N hipotenusa A
cosec(a) - polensa  _ 2
cateto opuesto B
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Importante: Cuando se trabaja con calculadora debido a que, como hemos visto hay distinto modos
de medir un angulo, si se trabaja en grados la maquina debe estar en modo “DEG”, y si se trabaja en

radianes la maquina debe estar en modo “RAD”.

RAZONES TRIGONOMETRICAS EN UNA CIRCUNFERENCIA

La circunferencia goniométrica, trigonométrica o unitaria es una circunferencia de radio unitario, con
su centro en el origen (0,0) de un sistema de coordenadas cartesianas.

En la circunferencia goniométrica los ejes de coordenadas delimitan cuatro cuadrantes que se

numeran en sentido contrario a las agujas del reloj.

A continuacién vamos a encontrar las lineas trigonométricas en el 1° cuadrante (la forma de obtener
las lineas trigonomeétricas en los otros tres cuadrante es similar)
A A A A

Los triangulos OQP, OSR, TWO y OVT sonsemejantes: los 4 son rectdngulos y tienen un angulo

agudo en comun (B). La consecuencia inmediata de esto es que las razones entre dos de los lados de

un tridngulo cualquiera es igual a la razén de los lados homélogos en los otros 2 tridngulos. Teniendo

esto presente, y el hecho de que el radio del circulo mide 1, vamos a deducir las lineas trigonométricas:

P P P

sen@ = Q: Q: 0

Por ejemplo: opP r 1

= PQ

De igual modo podriamos hacer para obtener las demas lineas trigonométricas:

00 00 0Q
oP r 1

cosO =

=00

Por semejanza de tridngulos, comparando OPQ y ORS tenemos que:
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Po_£s
00 0S| _, 19K RS _RS_pg
00

Con igual razonamiento se podria obtener los otros segmentos correspondientes a

trigonométricas de: cotg 6 , Sec 6 y cosec 6

las lineas

Atencion: A menudo, cuando se resuelven problemas de trigonometria, es necesario utilizar el dngulo

de elevacion, el cual se define como el angulo medido desde el horizonte al que una persona tendria

que elevar su linea de visidn para ver un objeto. De manera semejante, el dngulo de depresion, que es

el dngulo medido desde el horizonte al que una persona tendria que bajar su linea de visién para ver

un objeto.

En la siguiente figura se ven los dos angulos el de elevacion y el dngulo de depresion:

Horizontal S ‘(‘)vb.s‘t_al"y_a_dor
Angulo de
depresion
&
b@
>
s
Angulo de
\elevacién
Observador ) Horizontal
Tabla de razones Trigonométricas
0 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270°
sen 0 | J2 \/5 1 0 -1
2 2 2
cos 1 \/g J2 1 0 -1 0
2 B 2
t 0 1 0o 0 - 00
8 V3 N
3

“No hemos definido nada para los angulos cuadrantales (0°, 90°, 180° y 270°)"”

Signos de las lineas
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De acuerdo a lo que hemos visto de las lineas de los angulos correspondientes a los cuatro cuadrantes,
podemos establecer cuales son los signos que les corresponden a las lineas trigonométricas segun el
cuadrante en que se hallen. Podemos establecer cudles son los signos que corresponden a las lineas

trigonométricas segun el cuadrante en el que se halle 6.

T
0<f <—
o Sj 0 esta en el | cuadrante: 2
T
—<B<nm
e Sj 0 estd en el Il cuadrante:
3
T<0<—nm
o Sj 0 estad en el Ill cuadrante: 2

3
—mT <0 <27
o §j 0 esta en el IV cuadrante:

Importante
A continuacién sefialaremos que sen & y cos & toman todos los valores comprendidos entre 1y -1

incluidos estos.

La tg & ycotg™® pueden tomar cualquier valor real.

En cambio la sec & y cosec? , toma valores menores o iguales que -1 o valores mayores o iguales a

1.

Resolucion de Tridngulos rectangulos

Para resolver un tridngulo cualquiera es preciso conocer tres de sus elementos, entre los cuales figure
un lado; pero cuando el triangulo es rectangulo, como un elemento estd tacitamente dado (un angulo

recto) basta conocer los otros dos elementos, donde uno de ellos debe ser un lado.
Los casos de resolucidon que pueden presentarse son:

e Dados: la hipotenusa y un angulo agudo.

e Dados: un cateto y un angulo agudo.

e Dados: la hipotenusa y un cateto.

e Dados: los dos catetos.
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Relaciones que vinculan los lados de un triangulo rectangulo

Las relaciones estan dadas por el Teorema de Pitdgoras que dice “en todo tridangulo rectangulo el

cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos”

a2:b2+02:>a:‘\jb2+6‘2

2 2 2 2 2
b"=a" —c"=>b=+a —-c

b i =a*-br=c=+a’-b*

Para resolver tridngulos hay que tener en cuenta que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo
es igual a 180°. Por lo tanto, en un tridngulo rectangulo, conociendo un angulo agudo a se puede

encontrar el otro angulo B, realizando la diferencia de 90° - .

Cuando los triangulos no son rectangulos podemos aplicar el Teorema del Coseno o el Teorema del
Seno. A continuacidn se presenta una lista de las medidas en grados y en radianes de algunos angulos
gue son usados comunmente. Usted aprendera a sentirse seguro al usar medidas tanto en grados

como en radianes para estos angulos.

0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 180°
Grados
0 T 7T b8 T 27 3 T
. 6 4 3 2 3 4
Radianes
2 Unidad 5 - Tridngulo Rectangulo Razones
)
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N
%l E Actividad N°1: Convierta cada medida angular de grados a radianes:

a) 90° b) 45° ¢) 135° d) 225°
e) 180° f) -60° g) -235° h) 360°

Actividad N°2: Convierta cada medida angular de radianes a grados:

3. _r a3
a)m b) 4 o 2 d) 4
5
—7T
e) 0 f) 1,5 rad g) 4 rad h) -2,5 rad

Actividad N2 3: Sabiendo que €08 &t = 0,63 calcular SenaL y go

Actividad N2 4: Sabiendo que tgo.=2 . Calcular S€ROL y COS QL
Actividad N2 5: ¢ Puede existir un angulo cuyo coseno valga 2? Justificar.
Actividad N2 6: Calcular la tangente del angulo & si:

a)sena = 0,6 b) cosa =-0,3
Actividad N2 7: Completa la siguiente tabla y escribir los signos que correspondan:

| Cuadrante Il Cuadrante Il Cuadrante IV Cuadrante

senc

cos o

tga

Actividad N2 8: Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas: Justificar
a) La tangente de un angulo perteneciente al tercer cuadrante vale (-0,5). ........
b) La cosecante de un angulo perteneciente al tercer cuadrante vale (-3/2).........

c) La secante de un angulo perteneciente al primer cuadrante vale (3/4)............
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Actividad N°9: Encuentre las funciones trigonométricas del angulo 0 para los lados indicados del

triangulo rectdngulo ABC

a) a=5, c=12
b) a=8, b=5
c) a=14,c=20

d) b=4,5c=6,2

Actividad N°10: Sea 6 un angulo de un tridngulo rectangulo, dada la funcidn trigonométrica,

encuentre los valores de las otras funciones trigonométricas.

8 3
cosf = — sen@ = — 0-25
a) 17 b) 4 o) tant =2,
0 2 tan @
senf == il

Actividad N°11: Utilice calculadora para determinar el valor de la funcion trigonométrica (tenga en

cuenta el modo en que esta la calculadora).
a)cos 28°5°10” b) sen 45 ° c)tan 75°16°
d) sen 0,25 rad e) cos 0,5 rad f) tan 0,65 rad

Actividad N°12: Dadas las siguientes funciones trigonométricas encuentre los dngulos agudos

correspondientes:

a)sen6=0,732 b) cos 6 =0,049 c)tan 8=0,839
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d) tan 6 =0,537 e)sen ©=0,285 f)cos©=0,5

Actividad N°13: Dados los siguientes triangulos determine el lado marcado con x:

a) b)
12
X
gge

30°
d) 20 cm
N
‘ X
13

L=

Actividad N°14: Una persona estd parada a 50 m de la base de una torre. El angulo de elevacidn hasta

la cima de la torre es de 76°.écudl es la altura de la torre?

Actividad N°15: Dos personas estdn a bordo de un globo que se eleva con aire caliente. Una de ellas
puede observar desde la gondola del globo cuando pasa por un extremo de un cuerpo de futbol. El
angulo de depresion hasta el otro extremo del terreno de futbol mide 53 °. Esta persona sabe que la
longitud del campo, incluyendo las zonas de los extremos, mide 150 m, é{a qué altura pasé el globo

sobre el terreno de futbol?

Actividad N°16: Desde un punto sobre el suelo a 500 pies de la base de un edificio, se observa que el
angulo de elevacion hacia la parte superior del edificio es de 24° y que el angulo de elevacién hasta la
parte superior del asta bandera del edificio es de 27°. Determine la altura del edificio y la longitud del

asta bandera.

Actividad N°17: Desde la parte superior de un faro de 200 pie de altura, el angulo de depresién hasta

un barco sobre el océano es de 23°,éia qué distancia esta el barco a la base del faro?

Actividad N°18: Un hombre estd tendido sobre la playa, haciendo volar una cometa. Sujeta el extremo

de la cuerda de la cometa al nivel del piso y estima que el dngulo de elevacion de la cometa es de 50°.

Sila longitud de la cuerda es de 450 pies, ¢a qué altura estd volando la cometa sobre el nivel del piso?.
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Actividad N°19: Un arbol de 56 pies de altura proyecta una sombra de 43 pies de largo, écudl es el

angulo de elevacién del sol en ese momento?

Ejercicio N°20: La luz sobre la parte superior de una torre tiene un angulo de elevacién de 53,7 °

cuando una persona estd a 150 a pies de la base de la torre, éa qué altura esta la luz?
Teorema del coseno

El teorema del coseno es un teorema de geometria de los tridngulos comUnmente utilizado en
trigonometria. Es la generalizacion del Teorema de Pitadgoras en los triangulos no rectangulos:
relaciona el tercer lado de un tridangulo con los dos primeros y con el coseno del angulo formado por

estos dos lados.

Sea un tridangulo ABC, en el cual utilizamos las notaciones habituales expuestas en la figura por una
parte a, B y y para los angulos y, por otra parte, a, b y ¢ para los lados respectivamente opuestos a

estos angulos. Entonces, el teorema del coseno se enuncia de la siguiente manera:

Notaciones habituales en un tridangulo cualquiera.
¢ =a’+b”> —2abcosy

Notemos que el Teorema del Coseno es equivalente al Teorema de Pitdgoras cuando el angulo y es
recto. Hay dos casos a considerar: cuando c es un lado de un angulo obtuso y cuando no lo es.

Primer caso: c es adyacente a dos angulos agudos.
Caso 1: c es adyacente a dos dngulos agudos. De acuerdo a

la figura el Teorema de Pitdgoras establece que

ct=h? +u’

Consideremos la figura adjunta. Combinando ambas ecuaciones:
2 2
h =a®> —(b-u)
Usando la definicién de coseno, se tiene que:
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c=ut+a*-b*+2bu—-u"=a*-b* +2bu

b—u

cos(y )=
(}f) a por lo tanto ¥ = b—acos(y)

Sustituimos en la expresidn para c? y simplificamos:
¢ =a*—b* +2b[b—acos(y)|

c? =a® —b* +2b* —2b.acos(y)

Segundo caso: c es adyacente a un angulo obtuso.

Caso 2: c es adyacente a un dngulo obtuso.

Consideremos la figura adjunta. El teorema de Pitdgoras establece que:
¢ =h"+u’
h*=a’ —(b+u€)2
Combinando ambas ecuaciones obtenemos

c=ut+a’-b*-2bu—-u’=a*-b*-2bu

Usando la definicidn de coseno, se tiene:

b+u
cos(y )=
a
Y por tanto:
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u=acos(y)-b
Sustituimos en la expresién para c? y simplificamos:

c* =a’ —b* —2blacos(y)-b]

c? =a’ +b* —2abcos(y)

y esto concluye la demostracién.

Es importante notar, que si se considera a u como un segmento dirigido, entonces sélo hay un caso y

las dos demostraciones se convierten en la misma.

Teorema del seno

a b c

Expresa sena.  senf3  seny

o =45" y =60

Ejemplo: Determinara si ¢=20cm

a c - _ c.senq 20cm . sen 45°

oy o o 0 =
Entonces €M% Sseny seny a= sen 60 16,33 cm

[=]:
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Unidad 5 - Tridngulo Oblicudangulo

Ejercicio N2 21: En un tridangulo oblicudngulo encuentre los valores de los lados by c, y el dngulo a,

sabiendo que: el ladoa =7 cm, el dngulo B - 602y V =450

Ejercicio N2 22: Resolver el siguiente triangulo oblicudngulo, donde a=4 cm, b =5 cm y el dngulo B

=309.

Ejercicio N2 23: Encontrar el area del siguiente tridngulo:

. C

Ejercicio N2 24:

Encontrar el lado faltante si a=5cm, c=7 cmy el dngulo § = 60°

Ejercicio N2 25: Un barco navega 40 Km hacia el norte y luego 70 km formando un angulo de 372 hacia

el noreste. ¢ A qué distancia se encuentra del punto de partida?
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Ejercicio N2 26: Un topdgrafo mide los tres lados de una chacra y obtiene 114, 165 y 257 m. ¢Cudnto

mide el mayor dngulo del tridangulo?

Identidades Trigonométricas

En la practica es frecuente hallar problemas que incluyen dos o mas angulos y que cominmente estan
relacionados con operaciones aritméticas (suma o resta de dos angulos, multiplos o fracciones de
angulos, etc.). Encontrar los valores de las funciones trigonométricas en estos casos es todo un arte;
en su desarrollo entran en juego el manejo y conocimiento de las identidades trigonométricas.
Recordemos que: una ecuacién es una igualdad entre expresiones algebraicas que puede involucrar
funciones trigonométricas o de otro tipo, y que puede o no tener solucién; por el contrario una
identidad es un caso particular de ecuacién que es cierta para todos los valores de la variable.
Las siguientes identidades se conocen como identidades pitagéricas:

e sen’a+cosa=1

e 1+tan?a=sec’a

e l+cotg’a =cosec’ a

Otras identidades a tener en cuenta:

l.sen(a+B)=sena.cosPB+cosa.senfP
2.sen(a-B)=sena.cosP—cosa.senf
3.cos(a+pB)=cosa.cosP—sena.senf

4.cos(a-B)=cosa.cosP+ sena.senf

tanco +tan 8
5.tan(a+p)= l-tanco.tan 3
tan a —tan 3
6.tan (a-B)= 1+tana.tan 3

7.sen(2a) =2 sena.. cos a

(o]

.cos (2a)=1-2 sen’a

Ejercicio N2 27: Demostrar las siguientes identidades:
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cotot 1

a) coSecat. SECo

b) cosa.csca.tana=1

1—-sena _ cosa

¢ cosa. 1+ sena
1—
cos(2a) tano
d) sen(2a).

Autoevaluacion

Accede al siguiente cddigo o al link para realizar la Autoevaluacién de la unidad 5.
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https://drive.google.com/file/d/1cfIXdBxcsRCNuM2hKyUSXjbDQKYVGSsr/view?usp=sharing



