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Introduccion

El Curso de Formacion en Matematicas tiene por objeto mejorar la comprension de distintos temas tratados en el nivel
medio/polimodal e introducir algunos conceptos que no han sido analizados antes y que son fundamentales para mejorar la
comprensioén de los contenidos que se desarrollaran en las primeras asignaturas de las carreras que han elegido. Teniendo
en cuenta todo lo expuesto te invitamos a trazar un camino por cuatro unidades que consideramos representan los
contenidos minimos que te ayudaran a sortear futuros obstaculos en el cursado de las primeras asignaturas de la carrera,
estos son:

e NuUmeros Reales,

e Expresiones Algebraicas,
e Ecuaciones, y

e Trigonometria.

Te proponemos iniciar un recorrido, primero, a través de los distintos conjuntos numéricos, sus propiedades y operaciones.

Comenzamos...

Me llamo UNO vy
soy de Egipto

Yo también me llamo
UNO y soy de China

Nimeros Naturales

Un ndmero natural es cualquiera de los nimeros: 1, 2, 3, 4, etc. que se pueden usar para contar los elementos de un
conjunto.

e Reciben ese nombre porque fueron los primeros que utilizd el ser humano para contar objetos de la naturaleza.
e  Este conjunto numérico se denota con la letra N.

Caracteristicas

Algunas caracteristicas de los nUmeros naturales:

Es un conjunto infinito.

Es ordenado: Tiene primer elemento, pero No tiene tltimo elemento.

Todo numero natural tiene sucesor.

Todo numero natural salvo el uno tiene antecesor.

Entre dos numeros naturales consecutivos, no existe otro nimero natural, por eso se dice que el conjunto es discreto.

SO O 00

Miltiplos y divisores de un nimero natural

La multiplicacién da origen a dos relaciones entre los nimeros naturales, ejemplo:
9.3=27

27 es multiplo de 9y 9 es divisor de 27

27 es multiplo de 3y 3 es divisor de 27

f
[® Larelacién maltiplo y divisor son relaciones inversas.

Ahora estamos en condiciones de definir multiplo:

- a es multiplo de b si es posible encontrar un nimero natural K |, tal que se cumple:
!

. a=kb
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Si & es multiplo de b, la divisién de a : b tiene resto cero, por lo tanto:
a es matiplo de D .
b ese factor de Q.
Ejemplo:
2.3=6
6 es miltiplo de 3

3 es factor de 6
@ Recordemos que los multiplos de un nimero son todos aquellos nimeros que resultan de multiplicar el
ndmero por cada uno de los nimeros naturales.

Asi de 8 son multiplos: 8,16,24,32,40,48, ...
Propiedades:

¢ El 0 es multiplo de todos los nimeros pues 0.a=0 .
¢  Todo nimero es multiplo de si mismo pues a.1=a.

iAhora definimos divisor de un nimero natural:

" D esdivisorde & sisecumple:

= bra=kyka=b

i “Es decir el resto de esta division es cero”

Por lo tanto, es indistinto decir que:

@ b dividea a
@ g es divisible por b

Ejemplo:
= 6:3=2
3 divide a 6
6 es divisible por 3
Propiedades:

@ El 1 es divisor de todos los nimeros pues a:l=a y suresto es cero.
@  Todo el nimero salvo el 0, son divisores de si mismos, pues a:a=1 y su resto es cero.

Recordemos que de 36 son divisores, 1,2,3,6,12,36.

Para saber si un determinado nimero es divisor de otro basta con dividir el nimero por su supuesto divisor y verificar que el
resto es cero, caso contrario no es un divisor del niimero dado.

Ejemplo:

(16534 es divisor de 37.
Efectuamos la division: 16534 : 3 = 5511 y su resto es distinto de cero por lo tanto no es divisor de 3.
Pero 16534 es divisor de 2. Al dividir 16534 : 2, el cociente es 8267 y el resto es cero.

®  Todo numero es divisible por 2 si termina en 0,2,4,6,8; es decir, si es par.

®  Todo numero es divisible por 3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3.

®  Todo numero es divisible por 4 si sus dos ultimas cifras son ceros o multiplo de 4.
®  Todo numero es divisible por 5 si su Gltima cifraes 0 6 5.

®  Todo numero es divisible por 6 si lo es ala vez por 2y por 3.

®  Todo numero es divisible por 7 si el nUmero que se obtiene al separar el Gltimo digito, multiplicarlo por 2y restarle el
nimero que queda, es multiplo de 7.

®  Todo numero es divisible por 8 si sus tres ultimas cifras son ceros o terminan en multiplo de 8.

®  Todo numero es divisible por 9 cuando la suma de sus cifras es multiplo de nueve.

®  Todo numero es divisible por 10 si su ultima cifra es 0.

Ejemplos:

e Elntmero 98 es divisible por 7 porque se separa el 9 del 8, ahora se multiplica 8 x2 =16y serestal6 -9=7



e 245 es divisible por 7, porque se separa el Ultimo digito, el 5; queda 24. Ahora se multiplica 5 x 2 =10 y se resta 24
—-10=14.

e 1000 es multiplo de 8 porque sus 3 ultimas cifras son ceros. También es multiplo de 2, porque termina en nimero par.
Es multiplo de 4 porque sus dos Ultimas cifras son ceros. Es miltiplo de 5 porque termina en 0. El multiplo de 10
porque su ultima cifra es 0.

®  Unnamero es primo si los Gnicos divisores que posee son el 1y él mismo.

®  Unnamero es compuesto si posee otros divisores ademas del 1y él mismo.

® ElOy el 1son nimeros especiales que no se los consideran ni primos ni compuestos.

Ejemplos:

e 235,7,11,13,17,19 son nimeros primos porque los Unicos divisores que poseen son el 1 y ellos mismos.
e 46,8, 10, 12, 14, 16, 18 son numeros compuestos porque tienen como divisores a 1, ellos mismos y al 2.
e 9 15, 18 son numeros compuestos porque tienen como divisores a 1, ellos mismos y al 3.

e Los numeros primos entre dos y 100 son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73,
79, 83,89y 97.

i® Elmaximo comun divisor de dos o mas nimeros naturales es el mayor divisor com(n posible de todos ellos.

¢  Para el calculo del maximo comun divisor de dos o mas nimeros se pueden encontrar los divisores comunes
y escoger el maximo divisor comun entre los nimeros dados o descomponer los nimeros en factores primos
y tomar los factores comunes con su menor exponente.

Ejemplos:
Calcular el maximo comun divisor de los nimeros 36 y 24:

Los divisores de 36 son: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 18, 36.
Los divisores de 24 son: 1, 2,3 ,4,6 ,8,12,24.

Como podemos observar los divisores comunes a ambos son: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12.

El mayor de ellos es 12, al que llamamos maximo comun divisor por ser el mayor de los divisores comunes y lo
denotamos asi: mcd(36,24) = 12

o De otra forma vamos a descomponer a 36 y a 24 en factores primos:

36 2 24 2
18 2 12 2
9 3 6 2
3 3 3 3
1 1
36=22.32 24=23.3

Para encontrar el m.c.d. (36,24) debemos realizar el producto de los factores que son comunes a ambas
descomposiciones tomandolos con el menor exponente con que figuran. Por lo tanto:

mc.d.(36,24)=223=12

= El minimo comn multiplo de dos o mas nimeros naturales es el menor nimero natural (distinto de cero) que es multiplo
de todos ellos.

@ Para el calculo del minimo comun mdltiplo de dos 0 mas nimeros se pueden encontrar los primeros multiplos
de cada nimero y escoger el menor de ellos o descomponer los nimeros en factores primos y se toman los
factores comunes y no comunes con su mayor exponente.

Ejemplos:
Calcular el minimo comun multiplo de los nimeros 36 y 24:
Los multiplos de 36 son: 36, 72, 108, 144, 180, 216, 252 .....
Los multiplos de 24 son: 24, 48, 72,96, 120, 144, 168, ....

Como podemos observar los divisores comunes a ambos son: 72, 144, entre otros.
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El menor de ellos es 72, al que llamamos minimo comun multiplo por ser el menor de los mdltiplos comunes y lo
denotamos asi:

mem(36,24) =72

De otra forma vamos a descomponer a 36 y a 24 en factores primos:

36 2 24 2
18 2 12 2
9 3 2
3 3 3
1

36=22.32 24=233

Para encontrar el mem(36,24) debemos realizar el producto de los factores que son comunes y no
comunes a ambas descomposiciones tomandolos con el mayor exponente con que figuran. Por lo tanto:

mem(36,24) = 2.3 =72.

5 Unaformade comprobar si hemos calculado bien el mcd y el mcm de un par de nimeros dados (a; b) es verificar, que

se cumpla la siguiente igualdad:

ab=mcd(a,b).mem(a,b)

00000

Los nimeros enteros estan formados por los nimeros naturales, el cero, y los nimeros negativos.

Los numeros enteros se denotan con la letra Z.

IN
12,3, ..

Algunas caracteristicas de los numeros enteros:

Es un conjunto infinito.

Es un conjunto ordenado: No tiene primer elemento.

No tiene dltimo elemento.

Todo nimero entero tiene sucesor.

Todo nimero entero tiene antecesor.

Entre dos numeros enteros consecutivos, no existe otro nimero entero, por eso se dice que el conjunto es discreto.

Recuerde: El 0 no es positivo ni negativo es un numero neutro.

Nos surge un nuevo problema los nimeros enteros nos sirven para contar cantidades positivas y negativas, pero no nos
sirven para medir, por ejemplo, la cantidad de metros que tiene una determinada estructura. Necesitamos ampliar
nuevamente el campo numérico y necesitaremos de nimeros que nos permitan medir, es decir, niUmeros que representen
partes de la unidad.

El conjunto de los nimeros racionales esta constituido por el conjunto de los nimeros enteros y por el conjunto de todas las
fracciones y lo denotamos con la letra Q.

i , . a . ,
Una fraccién o nimero racional es el que se puede expresar como — que es el cociente de dos nimeros enteros d y b

,con b=0,siendo @ elnumeradory b el denominador.

Ejemplo:




[HI -+ I+

Los nameros enteros pertenecen a Q pues se pueden expresar como fracciones, por ejemplo 2 € Q y puede ser

escrito como I

8
—8 € Z y también pertenece a Q, por ello lo podemos escribir como fraccion: _I .

17 e N, y N es incluido en Z, Z esté incluido en Q, por lo tanto 17 € Q.

Recuerde: El denominador de cualquier nimero natural y de cualquier nimero entero es 1.
Caracteristicas de Q:

Es un conjunto infinito.

Es un conjunto ordenado.

No tiene primer ni tltimo elemento.

Todo niimero racional tiene sucesor y antecesor.

Q es un conjunto denso (entre dos numeros racionales existen infinitos niimeros racionales).

Asi como en el conjunto Z de los nimeros enteros cada nimero tiene un siguiente o sucesor (el siguiente al 7 es el 8, el

siguiente al -5 es el -4), no pasa lo mismo con los racionales, pues entre dos nameros racionales existen infinitos
ndmeros.

Una forma de encontrar otro racional entre d y b , dos nimeros racionales, es calculando la semisumade A y b :

a+b

2

Ejemplo:

Entre 7 y 8, dos nimeros pertenecientes al conjunto de los nimeros racionales podemos encontrar con la semisuma
de estos un nimero racional entre ellos:

7+8 15
2 2

Encontremos un ndmero racional entre -8 y -7:

8-7 15

2 2

Entre Oy 1 obtenemos E gue es un nimero racional entre los valores dados.

Los decimales son una forma de escribir nimeros fraccionarios, sin escribir una fraccion.
La fraccion 7/10 se podria escribir en forma decimal como 0,7.

La coma decimal indica que este es un niumero decimal.

El decimal 0,7 se podria decir como “siete décimos” 0 como “cero comas siete”.

A los nimeros decimales los podemos clasificar atendiendo a su parte decimal:

Numeros Decimales Exactos

eTienen un numero finito de cifras decimales.
eEjemplo: 2,33 ; 5,8994 ; -6,3226

*Tienen infinitas cifras decimales que se repiten a partir de una pauta dada, a las cifras que se repiten se
les llama periodo, como no se puede expresar las infinitas cifras se coloca un arco sobre las cifras que
forma el periodo:

eEjemplo: 2,36 = 2,36363636 ...; —3,9 = —3,9999999 ...

NO SON NUMEROS RACIONALES AQUELLOS NUMEROS DECIMALES CON INFINITAS CIFRAS DECIMALES NO REPETITIVAS. ES
DECIR, AQUELLOS NUMEROS DECIMALES CON INFINITA PARTE DECIMAL Y DONDE NO PODEMOS ENCONTRAR UN PERIODO
(CIFRAS QUE SE REPITEN).
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Recordemos que:

®  Sidividimos un objeto o unidad en varias partes iguales, a cada una de ellas, 0 a un grupo de esas partes, se las
denomina fraccion. Recuerde que si se puede expresar como fraccién entonces es un nidmero racional.

a
®  Unafraccién — es irreducible cuando @& y b son nGimeros primos entre si.

Ejemplo:
=  — esuna fraccion irreducible, 2 y 3 son nimeros primos.
7 L _
=  —, es una fraccion irreducible.
)
2 . _ .
= g , hos es una fraccion irreducible 2 es primo, pero 6 no lo es.

®  Dos fracciones son equivalentes si representan la misma cantidad.

a C
"  Dadas las fracciones — y — son equivalentes, si y solo si a.d =b.d .

Ejemplo:

son fracciones equivalentes, porque 1.4 =2.2.

y

, no son fracciones equivalentes dado que 5.2 = 4.7 .

y

NI~ NN

1
2
5
4

Para obtener fracciones equivalentes a partir de una fraccion dada basta con multiplicar el numerador y el
denominador por un mismo nimero y obtenemos asi una fraccion equivalente a la dada.

2 2 2 1
Si multiplicamos a E por — obtenemos — entonces —y — son equivalentes dado que representan la misma

cantidad. Observamos que la condicién dada en la definicion se cumple: 2.2 =4.1.

®  Fracciones propias son aquellas en las que el numerador es menor que el denominador. Por lo tanto, las fracciones
propias son menores ala unidad.

Ejemplo:

[EN
N

son fracciones propias dado que el numerador es menor que el denominador.

DN

Wl
N
=

®  Fracciones impropias son aquellas en las que el numerador es mayor que el denominador. Por lo tanto, las fracciones
impropias son mayores ala unidad.

Ejemplo:

son fracciones impropias dado que el numerador es mayor que el denominador.

A~
Sk

3.
2!



' Fracciones aparentes son aquellas en las que el numerador es igual que el denominador. Por lo tanto, son iguales ala unidad.

Ejemplo:
5 317 , , . o
= E’E’ﬁ son fracciones aparentes dado que el numerador es igual al denominador, y al simplificarlo obtenemos la
unidad.

Primer caso: Dadas dos o mas fracciones que tienen igual denominador e igual signo es mayor la que tiene mayor
numerador. Ejemplo:

Ejemplo:
4 7 7 4
= — vy —.Enestecaso —es mayor que —.
5 5 ) )
13 y 7 i 7 13
= — Y —.Aqui — es menor que —
3° 3 3 3
Segundo caso: dos o0 mas fracciones que tienen igual numerador e igual signo es mayor la que tiene menor denominador.
Ejemplo:
7 7 7 7
= —y —.Enestecaso —es mayor que —.
8 4 4 8
2 2 g
. § y g tienen igual numerador por lo tanto E es la fraccién menor.

Tercer caso: dos o mas fracciones con distinto numerador y denominador e igual signo hay que llevarlas a fracciones
equivalentes, es decir reducir fracciones a un comun denominador y a partir de ahi estamos en el primer caso que ya hemos

visto.

Ejemplo:
3 11 _ _ ) 3 o 7 21 11
= g y 7 Primero reducimos a fracciones equivalentes a g lo multiplicamos por 7y obtenemos £ ya 7 lo

5 95
multiplicamos por — y obtenemos — . Ambas fracciones tienen igual denominador, entonces aplicamos el primer

11 3

caso. Entonces 7 es mayor que g .

™ Para expresar a un namero racional en forma decimal basta con dividir el numerador por el denominador. Todos los
nimeros racionales se pueden escribir en forma decimal.

Ejemplo:
)
. 7 =0,71428571
. 390
3
. B
2
. 3 =0,3333...
9
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i®  Decimales finitos: Son los que tienen una cantidad fija de decimales después de la coma.

Ejemplos:
= 0,28
= 2485
= 35,12530
* 0,0000321
® Decimales infinitos o periddicos: Son todos aquellos que poseen infinitas cifras después de la coma que se pueden o
no repetir.
Ejemplos:
= 3,33333..

* 15,123123123123...
" 4,236666...

A los decimales periddicos los podemos clasificar en:

®  Decimales Periédicos Puros: Son aquellos cuya parte decimal se repite indefinidamente.

Ejemplos:
- 5,2222...
= 5,46464646....
- 1,19191919...

i®  pecimales Periédicos Mixtos: Son aquellos en cuya parte decimal hay una parte que no se repite periédicamente.

Ejemplos:
= 0,56377777...
. 26,982222...
= -16,256333333...
En resumen, los decimales periédicos pueden ser:
- Decimales periddicos puros, si el periodo comienza inmediatamente después de la coma.

- Decimales periédicos mixtos, si el periodo no comienza inmediatamente después de la coma.

Para pasar un decimal finito a fraccion debemos tomar como numerador el nimero a transformar sin coma y dividirlo por el
namero que resulta de anteponer un 1 seguido de tantos ceros como cifras decimales tengamos en el nimero de partida.

Ejemplo:

= Transformar 3,485 en fraccion. Tomamos como numerador el nimero a transformar sin coma, nos queda como
numerador 3485. Ahora construimos el denominador anteponiendo un 1 y con tantos ceros como parte decimal trae

3485
1000

el nimero a transformar. Nos queda como denominador 1000. Entonces 3,485 =

Otros ejemplos:

56,3628 = numera.ldor 563628 IR 563628
denominador 10000 10000
0,9657= numera.dor 9657 IR 9657
denominador 10000 10000

Tenemos dos posibles casos:



e Que el periodo abarque la totalidad de la parte decimal
e Que la parte decimal tenga una parte no periédica al comienzo, y una periddica luego
Primer caso

Cuando toda la parte decimal de la expresion es periddica, se procede de la siguiente forma: se toma el periodo y se lo ubica
como numerador de la fraccién a obtener, se cuentan los "lugares” o cantidad de cifras que contiene el periodo, y se colocan
como numerador de la fraccion tantos nimeros 9 como sea esa cantidad.

Por ejemplo:
Para pasar a —_ se coloca al periodo (5) como numerador; y como ese 5
notacion O 5 periodo esta constituido por solo 1 cifra, lugar o digito (el
fraccionaria a ) 5) se coloca 1 nimero 9 como denominador, y queda

9

Otro ejemplo:

Para pasar a N se coloca al periodo (317) como numerador; y como este periodo 317
fraccion a 0 ) 3 1 7 esta constituido por 3 cifras (3, 1 y 7) se colocan 3 nimeros 9 como P
denominador, y queda 999

Segundo caso

Cuando no toda la parte decimal de la expresioén es periddica (sino que hay decimales no periodicos al principio, y periédicos
luego), se procede de la siguiente forma: se toma la parte decimal completa (cifras no periodicas y periodo) y se le resta la
parte no periddica: al resultado se lo ubica como numerador de la fraccion a obtener. Por otra parte, se cuentan los "lugares"
o cantidad de cifras que contiene el periodo (por un lado), y los que corresponden a la parte no peridédica (por otro): se
colocan como numerador de la fraccion tantos nimeros 9 como la primera de dichas cantidades (cifras periédicas) seguidos
por tantos nimeros 0 como la segunda cantidad (cifras no periédicas).

Ejemplo:
Para pasar a 0 27 se toma la parte decimal completa (27) y se le resta la parte no periédica 25
notacion ! (2): el resultado (25) se coloca como numerador; como el periodo tiene —
fraccionaria a una sola cifra (7) se coloca un 9 en el denominador, seguido por un 0 ya 90

gue sélo hay una cifra no periddica (el 2)

Otro ejemplo:

Para pasar a 0 215§ se toma la parte decimal completa (2158) y se le resta la no 1943
fraccién a ! periddica (215): el resultado (1943) serd el numerador; como el _
periodo tiene una sola cifra (8) se coloca un 9 en el denominador, 9000

seguido por tres 0 ya que hay cifras no periddicas (2, 1y 5)

Recordemos que las operaciones de suma, resta, multiplicacion y divisién se pueden efectuar en Q dado que al aperar
siempre obtenemos como resultado un nimero que pertenece a Q.

B Ppara sumar fracciones del mismo denominador, se suman los numeradores y se deja el mismo denominador.

Ejemplo:

5+2+10 17
9 9

5 2 10
9 9 9

:
|®™  Pararestar fracciones del mismo denominador, se restan los numeradores y se deja el mismo denominador.

Ejemplo:

3 13 3-13 10

4 4 4 4
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®  Parareducir fracciones a comin denominador por el método de los productos cruzados, se multiplican el numerador y
el denominador de cada fraccion por el producto de los denominadores de las demas.

Ejemplo:
= Vamos a reducir a comun denominador las siguientes fracciones.

6 5

2
3 8 4

2 284 64 6 634 72 5 538 120
3

384 96° 8 834 96 4 438 96
64 72 120

Asi las fracciones buscadas son —;—;——, todas ellas tienen como comin denominador 96 por lo tanto podemos aplicar

96'96 96

el procedimiento para sumar o restas fracciones de igual de nominador.

2 6 5_ 64 72 120 64+72+120 256
3 8 4 96 96 96 96 96

26647264728

38 9% 9% 9% 9

El siguiente procedimiento se utiliza para sumar o restar fracciones de distintos denominadores, para ello se reducen las
fracciones a un comin denominador.

®  Parareducir fracciones a comin denominador por el método del minimo comin multiplo se procede asi:

®  Se calcula el minimo comun multiplo de los denominadores, y ese valor es el denominador comun de todas las
fracciones.

®  Sedivide el minimo comun multiplo por el denominador de cada fraccion y el cociente obtenido se multiplica por el
numerador y se aplicala operacion correspondiente.

Ejemplo:

= Resolver la siguiente operacion utilizando reduccion de fracciones a comdn denominador por el método del minimo
comun multiplo.

131

4 5 8
El m.c.m. (4,5,8) = 40

1 3 1 101+83+51 10+24+5 39

458 40 0 40

Otro ejemplo:

El mem (3,8,9) =72
4+1+1 244+91+81 96+9+8 113
3 89 72 72 72

Otro ejemplo:

6 4

S5 7
El mem (5,7) =35




6 4 76-54 42-20 22

5 7 35 35 35
®  El producto de dos o mas fracciones es otra fraccion cuyo numerador es el producto de los numeradores y cuyo
denominador es el producto de los denominadores.
_ 573 573 105
Ejemplo: —.—.—=——=—+
624 624 48
C a C
®  Paradividir unafraccion — por otra fraccion — . Se multiplica la fraccién — por lafraccién inversa de E
cC . ac ad ad
— |nversa — — |,olo que eslo mismo, se multiplica en cruz los términos de las fracciones —. —=—.—=—.
bd bc bc
Ejemplos:
3.7 34 34 12
54 57 57 35

a
namero irracional no puede expresarse de la forma E siendo @ y b nlGmeros enteros y b distinto de 0.

repetitivo.
Su nombre proviene del hecho de que no se puede expresar como razén de dos enteros.
Se denotan con la letra I.

Los mas célebres numeros irracionales se identifican con simbolos.
Ejemplo:
7w =3,141592653589793238462643383...
e= 2,7182818284590452354... (numero e base de los logaritmos neperianos)

@ =1,618033988749894848204586834365638... (numero aureo "fi")

Entre otros son también nimeros irracionales:

J2 =1,414213562...
J3=1.732050808...
J5 =2,236067977...

Los numeros irracionales son aquellos que no se pueden expresar mediante nimeros racionales. Es decir, un

Los numeros irracionales se caracterizan por poseer infinitas cifras decimales que no siguen ningln patrén

Para identificar un nimero irracional debemos observar la parte decimal. Si la parte decimal es infinita y no podemos

identificar digitos que se repiten periddicamente entonces el nimero dado es un nimero que pertenece al conjunto .

Para operar con nimeros irracionales se usa un nimero racional que es una aproximacion del nimero irracional en cuestion
y con esa aproximacion se procede a operar, siempre y cuando no se cuente con calculadora para efectuar con precision
los célculos. Recuerda que 7 no es 3,14 es 3,141592..., por lo tanto. Cuando debemos informar resultados usaremos la
tecla de la calculadora que represente este nimero irracional.

Ejemplo:

7w ~314;
e=2,71

Podemos concluir entonces que un nimero es irracional si posee infinitas cifras decimales no periédicas, por tanto, no
se pueden expresar en forma de fraccion.
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4

También los nimeros irracionales se representan en la recta numeérica.

Por ejemplo, para calcular el punto que representa el nimero N2 realiza los siguientes pasos:

Levanta sobre la recta un cuadrado cuyo lado sea el segmento unidad entre el 0 y el 1. Segun el teorema de

Pitagoras, la diagonal del cuadrado mide \/E .
Utiliza un compas para trasladar esa diagonal sobre la recta. El punto de corte del arco del compas sobre la recta

representa el nimero V 2 .

Existen otros métodos para representar un nimero irracional ellos son:

®  Representacion en la recta real de nimeros irracionales utilizando el teorema de la altura.

" Representacion en la recta real de nimeros irracionales utilizando el teorema del cateto.

En nuestro caso solo trabajaremos con el método de representacion en la recta real de nimeros racionales utilizando el
teorema de Pitidgoras. En algunos casos recurriremos al truncamiento de cifras para facilitar su representacion.

E Actlvidad de Producclén

1. Sefale cuales de las siguientes afirmaciones son Verdaderas 6 Falsas.

Orden Afirmacion Verdadera Falsa
a. N es finito.
b. El primer elemento en N es el 0.
C. Las fracciones pertenecen a N.
d. Los nimeros negativos pertenecen a N.
e. El primer elemento en N es el 1.
f. Entre dos numeros naturales consecutivos no existe otro natural.
g. N tiene primer y Ultimo elemento.
h. N es un conjunto infinito.
i Los nimeros decimales pertenecen a N.

2. Encontrar los diez primeros multiplos de los siguientes nimeros naturales.

Orden NUumero Multiplos
a. 2

b. 3




- @ 2f ©

©| | N| o o] &

>| @

3. Encontrar los divisores de los siguientes nimeros naturales.
 Orden  Nimeo  Diisores

a. 25
b. 36
49
54
68
72
88
96
i. 100

- @] 20

Sl e

4. Indicar si los siguientes nimeros naturales son primos o compuestos.

Orden NUmero Primos/Compuestos
0

- 2 0 T 9
N o w N e

7 @
[uny
[N

112
115
I 117
1024
1513
5939

~ =

° 5 3

5. ¢Con qué digito completarias para que el nimero sea multiplo de a?

a 12[ ]2 a=4
b. 64 95 a=3
¢ 5|25 a=5
d. 5]25 a=5
e. 874 ] a=10
f 7510 a=2
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9. 504 ] a=8
h. 75[16 a=9
L 852 ] a=6

6. Determine la divisibilidad entre 8 de los nUmeros siguientes.

Orden NUmero ¢Es divisible por 8?

a. 564321
b. 52368
C. 12474
d. 66666
e. 746532
f. 1704

g. 29584
h. 26528
i. 78936

7. Determine la divisibilidad entre 9 de los siguientes niUmeros.

Orden Nimero ¢Es divisible por 9?
a. 652842
b. 963279
C. 46953
d. 59301
e. 654258
f. 3871215
g. 322119
h. 4441600
i. 587952

8. Descomponer los siguientes nameros en factores primos.

Orden Namero Factores
4

8
16
35
49

124
512
1024
i. 1331

- 0o Q2 0 T 9

0 «Q

9. Determinar el mcd y mem de cada una de las parejas de nameros, y verifique el producto del med y el mem sea igual

al producto ab.

~ Nomeo  med  mem  medxmem ab
a. a=8b=28

b. a=27,b=63
c. a=14,b=35
d. a=9,b=15



€. a=15b=33

f a=42,h =66

g a=15b=35

h. a=6,b=21

: a=45b=75
10. Encontrar el mcmy el mecd para las siguientes ternas de nameros.
Orden NUmero mcd mcm
a. 12,18,24

b. 3,69

C. 15,25,100

d. 18,36,42

e. 144,64,18

f. 244,168,220

g. 3,57

h. 18,15,11

i. 16,25,36

11. Indicar cuales de las siguientes afirmaciones son Verdaderas 6 Falsas.

Orden Afirmacion Verdadera Falsa
a. Z es finito.

b. El primer elemento en Z es el 0.

C. Las fracciones pertenecen a Z.

d. Los numeros negativos pertenecen a Z.

e. El primer elemento en N es el 1.

f. Entre dos numeros enteros consecutivos no existe otro entero.
9. Z tiene primer y ultimo elemento.

h. Z es un conjunto infinito.

I Los nimeros decimales pertenecen a Z.

Todo ndmero entero tiene antecesor y sucesor.

k. Los ndmeros naturales son enteros.

. Q es un conjunto infinito.

m. Q tiene primer elemento.

n. Entre dos numeros racionales no existe otro nimero racional.
0. Todo ndmero racional se puede expresar como fraccion.

p. Los nimeros negativos sin parte decimal no pertenecen a Q.
q. Los nimeros naturales son racionales.

El 0 es un nimero racional.

12. Completar la siguiente tabla.

Orden
a.

Fraccién Ndamero Decimal Parte entera Parte decimal

7
20
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b.

8

3
¢ 3
5

’ 23
12

€ 6
9

f. 9
6

g. 3
3

h. 5

13. Encuentra la fraccion o decimal segun corresponda.

Orden Fraccion Ndmero Decimal
a. e
20
: 8
3
c. 3
5
d. 23
12
e. 6
9
f. 0,35
g. 12,9...
h. 0,153153...
. -1650,121212...
14. Escribe la fraccion correspondiente a los siguientes decimales:
Orden NUumero Decimal Fraccion
a. 0,38
b. 54
c. 7,4
d. 7,4
e. 0,15
f 55,350
g. -1,898989...
h. -30,21
] —87,12345

15. Dados los siguientes nimeros racionales escribe su expresion decimal y clasificalos.

Orden Fraccién | Decimal Clasificacion




a 1
4
b 4
8
c 15
9
d 12
3999
e 97
333
f 1000
9
g 512
512
h 321
15990
i 7
5

a. E 8
4 7
b 5 6
4 4
c 6 5
7 7
d. 8 9
9 9
e 17 17
4 3
f 26 20
6 3
9. 18 27
7 2
h. 16 32
5 3
. -0,26 26
99

Nimeros Reales

La union de los racionales y los irracionales forma el conjunto de los nimeros reales.
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Ndmeros
Reales

Numeros
Irracionales

Numeros
Racionales

Ndmeros
Enteros

Naturales
Negativos

Naturales

Caracteristicas:

e Se denotan con la letra R.

= Esun conjunto totalmente ordenado, es decir si tomamos dos elementos cualesquiera del conjunto podemos
establecer quién es menor y quién es mayor entre ellos.

= Serepresentan graficamente en la recta real: a cada punto de la recta real le corresponde un nimero real y
viceversa.

= R es un conjunto denso, dado que si tomamos dos nimeros que pertenecen al conjunto existen infinitos nimeros
reales entre estos.

= R no es conjunto numerable (es numerable o contable cuando sus elementos pueden ponerse en
correspondencia uno a uno con el conjunto de los nimeros naturales).

Resumen de las propiedades caracteristicas de los distintos conjuntos numéricos:

Conjunto Ordenado Denso Numerable
N [ ] [ ]
z [ ] [ ]
Q [ ] [ ] [ ]
I [ ] [ ]
R [ ] [ ]

Representacion de los nimeros reales

Los ndmeros reales se representan en una recta que denominaremos recta real.

Es posible establecer una correspondencia entre los nimeros reales y los puntos de una recta (recta numérica) de la
siguiente manera.

Dada una recta, se selecciona un punto arbitrario de ésta para representar el cero (0) y otro punto a la derecha del cero para
representar el uno (1). Luego dividimos toda la recta en segmentos que tengan la misma longitud que el segmento de cero
a uno, para asi representar los nimeros enteros, los nimeros 1, 2, 3, 4, (en este orden) a la derecha del cero y los nimeros
-1, -2, -3, ... (en este orden) a la izquierda del cero.

Los restantes nimeros reales se representan en esta recta, intentando aproximar o truncar con el objeto de obtener una
mejor visualizacion de su ubicacion en la recta real, tal como se muestra en el ejemplo que sigue.

EVED 142 1/2 25

3
L

- 344 —
2 43 1 0 1 yZ {3 2 3

Como podemos observar a cada nimero real le corresponde uno y solo un punto de la recta y a cada punto de la recta le
corresponde uno y solo un nimero real.

Ley de Tricotomia

;' Dado dos nGmeros reales, & y b, se cumple unay solo una de las siguientes condiciones: :



http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_natural

a>h
a<b
a=b

Ejemplo:

La relacion existente entre dos nimeros reales Z y -3 es: Z > -3

Dados -8 y -7 la relacion existente es: -8 < -7

Jie 4

. 16 L
Entre los numerosT y 1 la relacion existente es T =—=1

Para identificar la relacion existente entre dos nimeros fraccionarios multiplicamos en cruz, es decir, multiplicamos el
numerador del 1° por el denominador del 2° y comparamos con el denominador del 1° por el numerador del 2°. (Ver también
casos desarrollados en el apartado Fracciones).

-y 1 comparo 3.4 con 2.5, en este caso Z>E Si al comparar dos fracciones, de su multiplicacién cruzada

2

obtenemos valores iguales, estamos frente a fracciones equivalentes. Ejemplo: E y 6 comparo 6.3 con 9.2, en este

caso 18 = 18, por lo tanto, las fracciones comparadas son fracciones equivalentes.

T
| - B B po
i' El valor absoluto de un namero real es la distancia que lo separa del cero en larecta numérica.

Se escribe entre barras x|
Si el valor de x es cero o un nimero positivo entonces el valor absoluto es el mismo niimero x, si el valor de x es menor que
cero entonces el valor absoluto es su opuesto —x.

X si x>0
|X|: -X si x<0

Geométricamente el valor absoluto representa la distancia, en la recta real, del nimero dado al origen.

-« 6 6 —>

- I >
09 -8 -7T-6-5-4-3-2-101223 45678 910

Esta imagen represente el valor absoluto de 6 el que denotamos |6| y el valor absoluto de -6, |—6| como podemos observar
ambos casos representa una distancia de 6 unidades al origen de coordenadas.
Ejemplos:

el valor absoluto de -4 es 4y se escribe asi: |-4|=4
el valor absoluto de 4 es 4y se escribe asi:  |4|=4

el valor absoluto de —— es — y se escribe asi: —l = 1
4 4 4

4
el valor absoluto de —\/E es \/E y se escribe asi: ‘—\/E‘ = \/5

e De ladefinicion se desprende que dos nimeros opuestos tienen igual valor absoluto.

El valor absoluto de cualquier nimero real es positivo 6 cero.

Analizaremos las cuatro operaciones basicas en R: adicion, sustraccion, multiplicacion y division.
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" Adicién: La adicién de dos nimeros reales, d y b los que se llama sumandos, da por resultado otro ntimero real, al
que se denomina suma de los nimeros dados.

a+b—suma

L

sumandos

Nota: observe que la operacién se denomina adiciéon y su resultado suma.

iReglas para la adicién:

®  Paraadicionar dos niumeros reales del mismo signo se suman los valores absolutos de cada uno de ellos y se le asigna
el mismo signo.

Para adicionar dos numeros reales de distintos signos se resta el valor absoluto del mayor con el valor absoluto del
menor y se le asigna el signo correspondiente al de mayor valor absoluto.

Ejemplos:
S5+—= 13
2
1., 7
4 4

77 —3=0,14159265...

®  Sustraccién: La sustraccion de dos nimeros reales, a los que se llama minuendo y sustraendo, da por resultado otro

namero real al que denominamos diferencia o resta de los nimeros dados.

a—b — resta o diferencia
N
minuendo  sustraendo

Nota: observe que la operacién se denomina sustraccion y su resultado resta.

i' Regla para restar un namero real de otro:

i
i . . e
|{®™  Cambie el signo del sustraendo y luego sume de acuerdo con las reglas especificadas parala suma.

~16—(-17)=-16+17=1
~(3)=+2-3=-1,585786...

_g_(\/g) ___J' 2,332050808...

®  Multiplicacién: La multiplicacion de dos nimeros reales, denominados factores, da por resultado otro namero real

llamado producto de los nimeros dados.

a . b— producto
NN

factores

iRegIa de la multiplicacién:

™ Paramultiplicar dos nimeros reales se multiplican sus valores absolutos; y el signo es positivo si los
factores son de igual signo en caso contrario el signo del producto es negativo.

Ejemplo:

(-9)=|-8].]-9/=8.9=72

(-8)
#37lals
4'3 12



(3o
5 5 5

®  Divisién: La division de dos niumeros reales a los que se denomina dividendo y divisor, da por resultado otro nimero
real llamado cociente o razén entre los nimeros dados.

a + b— cociente o0 razén

Lol

dividendo  divisor

Regla:

®  Ladivision de dos numeros reales con el mismo signo es el cociente de sus valores absolutos y el signo es positivo.

®  Ladivision de dos numeros reales con distinto signo es el cociente de sus valores absolutos y el signo es negativo.

Ejemplo:
(-27)+(-3)=|-27|+|-3 =9

(-81)+3=

—|-81+|3 =81+3=27

El inverso aditivo de 27 es -27, por tanto, (—81) +3=-27

Antes de comenzar a dar tratamiento de las propiedades de las operaciones béasicas en R vamos a definir la Ley de Cierre
o Clausura para las operaciones bésicas.

®  Ley de Cierre o Clausura: La operacion de adicién, es cerrada en todos los conjuntos numéricos: N, Z, Q, I, R. Es decir,
la adicion de dos nimeros de un conjunto da por resultado otro numero del mismo conjunto numérico.

®  Laoperacién sustraccién es cerrada en los conjuntos numeéricos: Z, Q, I, R. No se verifica laley de cierre para el conjunto
N, pues la sustracciéon de dos nimeros naturales puede dar como resultado un nimero negativo.

®  La multiplicaciéon es cerrada para todos los conjuntos numéricos. Es decir, la multiplicacion de dos numeros
pertenecientes a un conjunto da por resultado otro nGmero del mismo conjunto.

®  Ladivision es cerrada paralos conjuntos Q, I, R, exceptuando la divisién por 0 que no esta definida para ningin conjunto
numérico.

Sean &,0 Y C nameros reales:

La adicién cumple las siguientes propiedades:

a) Asociativa: a+(b+C) =(a+b)+c ;

b) Conmutativa: a+b=Db+a

c) 0 es el neutro aditivo: a+0=0+a=a;

d) Inverso Aditivo: Dado @ € R, existe un tinico nimero real, que denotaremos como —a , tal que a+ (—a) =0

Observemos: La sustraccion se puede escribir como adicion:
a—b=a+(-b)

No se verifica la propiedad conmutativa ni asociativa para la sustraccion.

El producto cumple las siguientes propiedades:
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a) Asociativa: a.(b.C) = (a.b).c ;
b) Conmutativa: a.b=b.a;

c) 1 es el elemento neutro de la multiplicacion: a.l=1.a=a;

d) Todo namero real distinto de O tiene inverso multiplicativo: dado a€ R, a= 0, existe un Gnico nimero real, que

1 1
denotaremos —, tal que, a.— =1 ;
a a

e) Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma: a.(b+c)=ab+a.c

Observemos: La divisién se puede escribir como multiplicacion:

a+b=a.l
b

No se verifican las propiedades conmutativa y asociativa para la division.

A continuacion, le dejamos como resumen el siguiente cuadro que le sera de utilidad para recordar las propiedades de los
ndmeros reales:

Propiedad Ejemplo Nombre y Descripcion
— 5+4=4+5 . X
a+b - b+a Propiedad conmutativa de la suma: Cuando
sumamos dos numeros, el orden no tiene
importancia.
— 35=53 . . L L.
ab - ba Propiedad conmutativa de la multiplicacién:

Cuando multiplicamos dos numeros, el
orden no importa.
2+5)+3=2+(5+3
(a+b)+c = a+(b+c) ( ) ( ) Propiedad asociativa de la suma: Cuando
sumamos tres nimeros, no importa cuales
dos sumamos primero.

3.7).2=3.(7.2
(ab)c = a(bc) (3.7) (7:2) Propiedad asociativa de la multiplicacién:
Cuando multiplicamos tres numeros, no
importa cuales dos multiplicamos primero.

_ 2.(3+5)=23+25 . N

a(b + C) =ab+ac (3+5)2=2.3+25 Prop'let.iad d|stlr|but|va. Cuando
multiplicamos un numero por la suma de

(b+c)a:ab+ac otros dos numeros, obtenemos el mismo

resultado si multiplicamos el nimero por
cada uno de los términos y a continuacion
sumamos los resultados.

a+0:O+a >*+0=0%352=5 Existencia de elemento neutro para la
suma: El 0 es el elemento neutro de la suma,
dado que al sumarlo a cualquier nimero
real nos da el mismo ndmero.

al=la=a 61=16=6 Existencia _de elemento neutro para la
multiplicacién: El 1 es el elemento neutro de
la multiplicacién, dado que al multiplicarlo
con cualquier numero real nos da como
resultado el mismo nimero.

a+(—a) =(—a)+a= 0 S+(5)=(5)+5=0 Existencia del inverso aditivo: Para todo

nimero en R existe su opuesto 6 inverso
aditivo, que al sumarlos obtenemos el
neutro para la suma.

1 2.%=1 . . . T
a=—=1 Existencia del inverso multiplicativo: Para

a todo numero en R existe su inverso, que al




multiplicarlos obtenemos el neutro para la
multiplicacion.

Las operaciones combinadas son aquellas en las que aparecen varias operaciones a resolver.
Introduciremos ahora tres conceptos que nos seran de utilidad para resolver operaciones combinadas:

Signos de agrupacion.
Separacion de términos.
Jerarquia de los operadores.

Para ello introduciremos el concepto de signos de agrupacion.

Los signos de agrupacion son el paréntesis, (); el corchete, []; vy las llaves { }.“Indican que la operacién contenida entre estos
debe efectuarse primero”.

Cuando en una misma operacion algebraica se encuentran presente mas de un signo de agrupacion los debemos resolver
en el siguiente orden:

e 1°seresuelven las operaciones encerradas entre paréntesis.
e 29seresuelven las operaciones encerradas entre corchetes.
e 3°seresuelven las operaciones encerradas entre llaves.

Ejemplo:
En la siguiente operacién combinada se encuentran presente los 3 signos de agrupacion:

5+{18—(5.2+2.8)+32+8]-2}

Deberiamos resolver primero la operaciéon entre paréntesis, luego la operacion encerrada en corchetes y por ultimo la
operacién encerrada entre llaves.

Una vez realizada las operaciones indicadas dentro del signo de agrupacion debemos eliminar el signo a efectos de poder
continuar en la resolucion de la operacion combinada.

Para ello debemos tener en cuenta que:
Signo de agrupacién precedido por signo mas, NO ALTERA EL RESULTADO contenido en el signo de agrupacion.
Signo de agrupacién precedido por signo menos, CAMBIA el signo del valor contenido dentro del signo de agrupacion.

Signo de agrupacién precedido por factor positivo o negativo, MULTIPLICA al valor contenido por el signo de agrupacion,
aplicAndose regla de los signos.

Ejemplos:

= (5) el signo de agrupacién en este caso son paréntesis y esta precedido por signo mas por lo tanto nos
queda 5.

= - [-25], el signo de agrupacion son corchetes precedidos por signo menos, entonces queda 25.

= 2 {-36}, el signo de agrupacion son llaves precedidas por un factor positivo en este caso 2, por lo tanto,
tenemos -72.

= - 3(-5), el signo de agrupacion son paréntesis precedidos por un factor negativo por lo tanto obtenemos
15.

Introducimos ahora el concepto de términos dentro de una operacién combinada.

Separar en términos operaciones combinadas consiste en identificar los signos mas “+” y menos “-” dentro de cada signo de
agrupacion que nos indicaran como debemos agrupar las operaciones contenidas.

Ejemplo:

Si continuamos con el ejemplo anterior debemos analizar la operacién contenida entre los paréntesis y separarla en términos,
nos queda:
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5+{18—(5.2+2.8)+3[2+8]—-2}
1° 20
términos

Nuestro tercer concepto se refiere al orden en que deben resolverse las operaciones.

El orden en que deben resolverse las operaciones esta dado por la jerarquia de los operadores que la relacionan, debemos
entonces resolver en el siguiente orden:

1° Potencias y raices
2° Multiplicaciones y divisiones
3° Sumas y restas.

Antes de dar el ejemplo correspondiente a jerarquia de los operadores debemos tener en cuenta que: Siempre analizamos
la operacidon combinada de izquierda a derecha.

Ejemplo:

Ahora con los 3 conceptos resolvamos la operacién combinada
5+{18—-(5.2+2.8)+32+8]-2}
Tenemos que resolver la operacion encerrada entre paréntesis.

Para ello dividiremos en términos y luego resolvemos.

5+{18—-(5.2+2.8)+3[2+8] -2}
10 16
10+16

5+{18—(26) + 3[2+8] - 2}

Estamos en condiciones de eliminar el paréntesis, nos queda:
5+{18—-26+3[2+8]-2}
Ahora vamos a eliminar los corchetes, resolvemos primero la operacién entre estos,
5+{18—-26+3[10] -2}
Podemos cancelar el signo y al estar precedido por el factor 3 multiplicamos y obtenemos:
5+{18-26+30-2}
Por ultimo, eliminamos las llaves;
5+18-26+30-2

Como la jerarquia de las operaciones esta en el mismo nivel procedemos a calcular de izquierda a derecha

5+18-26+30-2=25

Establecemos una pausa.

Antes le dejamos otro cuadro que resume algunas operaciones con racionales que han sido analizadas
por Ud. en el nivel medio:




Propiedad Ejemplo Descripcion

1. i—-isg‘i §;=§—3=-;-? Para multiplicar fracciones, multiplique los
numeradores y denominadores
2, g-l-g-i%-g %‘%‘%%"% Para dividir fracciones, invierta el divisor y
b 3 multiplique
3 g_+_lz_a+b -§+?5-2—}-1~§- Para sumar fracciones con un mismo denomi-
€. £ e nador, sume los numeradores
4. %4—-3-“’;“ §+%=2'—7;§—§;§--§-§- Para sumar fracciones con diferentes
denominadores, obtenga un denominador comin.
Después sume los numeradores
5. Eml L Cancele los niimeros que son factores comunes
be b 0T .9 tanto en el numerador como en el denominador
6. Si%=§.emonoesad=bc §=g.asf2-9=3-6 Multiplique en forma cruzada

Potenciacion

La potenciacion es el producto de varios factores iguales.

Para abreviar la escritura, se escribe el factor que se repite y en la parte superior derecha del mismo se coloca el nimero de
veces que se multiplica.

n veces

a se denomina base

n se denomina exponente.

Propiedades de la potenciacidn

Potencia de exponente 0: Todo nimero real distinto de cero elevado al exponente 0 es igual a 1.
Ejemplo: 5°=1

Recuerde: 0° es una indeterminacion.

Potencia de exponente 1: Todo nimero real elevado al exponente 1 es igual a la base.

Ejemplo: 51=5

Producto de potencias de igual base: El producto de dos o mas potencias de igual base @ es igual a la potencia de base
a y exponente igual a la suma de los correspondientes exponentes. (Se coloca la misma base y se suman los exponentes)

Ejemplo: 53.56=536=5°9

Division de potencias de igual base: La division de dos potencias de igual base @ es igual a la potencia de base @ y
exponente igual a la resta de los exponentes respectivos. (Se coloca la misma base y se restan los exponentes)

Ejemplo:
59

5_4 :59—4 :55

Potencia de un producto: La potencia de un producto de base (ab) y de exponente N es igual a la potencia de a” por

bn . (Cada base se multiplica por el exponente)

Ejemplo:

(35)' =3'5*
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Potencia de una divisién: En la potencia de una division de base a y de exponente N es igual a la potencia de A

- . n .
dividido por la potencia de b" Es decir, se eleva cada uno de los componentes de la base ala N .

Ejemplo:

3\ 3
HE:

Potencia de una potencia: La potencia de una potencia de base @ es igual a la potencia de base A elevada a la
multiplicacién de ambos exponentes. Se coloca la misma base y se multiplican los exponentes.

Ejemplo:
(33)5: 33x5 - 315

Propiedad distributiva: La potencia es distributiva con respecto a la multiplicacion y a la division.

(ab)" =a"b"

Ejemplos:
(3.6)" =326

3" 3¢
o5

No es distributiva con respecto a la adicién y sustraccion:

(a+b)"=a" +b"
(a-b) #a"-b"
Ejemplos:
(3+ 4)3 =3P +4°
(3-5) #3*-5°

e La propiedad conmutativa y la propiedad asociativa no se cumple para la potenciacion.

Potencia de exponente fraccionario: Es una potencia que tiene su exponente en forma de fraccion, y en la que se cumple
m

que a" =

n m

a

Ejemplo:

2

3 =3

_ 1
Potencia de exponente negativo: Es una potencia que tiene su exponente negativo. Se cumple que a™" =—, cuando
a

a=0.

Ejemplo:



1
3

En el siguiente cuadro le resumimos las propiedades a efectos de que analice mejor las mismas:

3—2

Ley Descripcion
1. d"d"=a™" Para multiplicar dos potencias del mismo nimero,
sume los exponentes
a” P 5 : . <
2. 7 =a Para dividir dos potencias del mismo nimero, reste
los exponentes.
3. @)Y=a" Para elevar una potencia a una nueva potencia,
multiplique los exponentes.
4. (ab)'=a"b" Para elevar un producto a una potencia, eleve cada
factor a la potencia.
al" _a . .
5. b = B Para elevar un cociente a una potencia, eleve tanto
el numerador como el denominador a la potencia.
T b\" ;
6. b = Para elevar una fraccién a una potencia negativa,
4 invierta la fracci6n y cambie el signo del exponente.
ar Bt
7. b g Para mover del numerador al denominador o del
a

denominador al numerador un nimero elevado a una
potencia, cambie el signo del exponente.

iLaradicacion es la operacion inversa de la potenciacion.

n ”. 7 . -
~ \/a ,seleeraiz n- ésimade un nimeroreal a .

{/a : el nmero que esta dentro de laraiz a se llama radicando, el grado de la raiz 7zse llama indice del radical, el resultado

se llama raiz. Podemos considerar la radicacién como un caso particular de la potenciacién. En efecto, la raiz cuadrada de
1 1
un namero (por ejemplo a) es igual que a2, del mismo modo la raiz clbica de a es a3 y en general, la raiz n-ésima de
1
unnimero a es a".

La mejor forma de resolver los ejercicios de operaciones con raices es convertir las raices a potencias y operar teniendo en
cuenta las propiedades dadas para la operacion de potenciacion.

Los numeros negativos no tienen raiz cuadrada (en el conjunto de los nimeros reales), ya que el cuadrado de cualquier

namero real es no negativo. Por ejemplo, v—9 no es un nimero real pues no existe un nimero real cuyo cuadrado sea —
9.

La raiz n-ésima, 7>1, de 0 es 0, ya que 0" = 0. Es decir, {‘/6 =0 .Propiedades de una potencia de exponente racional

La raiz enésima de un producto ab es igual al producto de la raiz n-ésima de @ por la raiz enésima de b.

Ejemplo:
. 2/9.16 =3/9316 =3.4=12

Pero si multiplicamos a.b dentro del radical, el resultado sera el mismo:

516 =3fiaa -12

Conclusion: Laradicacion es distributiva respecto al producto.

Propiedad Raiz de un cociente

. Looa . P o
La raiz de un cociente de una fraccion B es igual al cociente de la raiz n-ésima de @ entre la raiz n-ésima de b.
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b b% b

\F 92 5 3
445 a2
Cuando esta propiedad se realiza con nimeros no hace falta pasar la raiz a potencia de exponente racional, aunque si

_ X x5 x
cuando se hace con variables. 3 —5 = - =—
y y® oy

Conclusion: La radicacion es distributiva respecto a la division.

Ejemplo:

LA RADICACION NO ES DISTRIBUTIVA RESPECTO A LA ADICION NI A LA SUSTRACCION.

Propiedad Potencia de unaraiz

Para elevar una raiz a una potencia, se conserva el indice y se eleva solo la cantidad subradical.

m

() =(a") =7

Ejemplo:

Propiedad Raiz de una raiz

Para calcular la raiz de una raiz se multiplican los indices de las raices y se conserva la cantidad subradical.

n'm/a — n.\m/g
Ejemplo:

El siguiente cuadre resume las propiedades para su mejor interpretacion:
Propiedad Ejemplo

1. Vab = Va Vb V-8-271= V-8 V21=(-2)3)=6

2</§_x~/; Jf16 _ Vi 2
"Nb b 81 V81 3

3. ¥V Va="Va V729 =V729 = 3

4. \/a" = a sinesimpar V(-5)>= -5, V25 =2
5.\"/a—"=|a| sinespar V(—3)*=|-3|=3

La notacion cientifica (notacion indice estandar) es un modo conciso de anotar niumeros enteros mediante potencias de
diez, esta notacion es utilizada en nimeros demasiado grandes o demasiado pequerios.




10" =10

10° =100
10° =1000
10* =10000
10° =100000

10° =1000000
10'° =10000000000

1
Adicionalmente, 10 elevado a una potencia entera negativa —[1 es igual a 10" :

_ 1
10 ! =W=O,l
1072 =%=o,01
10° =%=0,001
10 =%=0, 0001
1

10" = 00 0,0000000001

El nimero 342.261.000.000.000.000.000.000.000, puede ser escrito como 3,42261 x 10%%, y un nimero pequefio como
0,0000000000952 puede ser escrito como 9.52 x 10-11

Ejemplos:
34.456.087 = 3.4456087 x 10’

0,0004 508 421 = 4,508 421 x 10™*

La parte potencia de 10 se llama a menudo orden de magnitud del nimero, y las cifras son los digitos significativos del
mismo.

Es muy facil pasar de la notacién decimal usual a la cientifica, y reciprocamente, porque las potencias de diez tienen las
formas siguientes:

Si el exponente N es positivo, entonces 10" es un uno seguido de N ceros:

Por ejemplo 93.000.000 = 9,3 x 10 7 (observe que el exponente positivo es 7, esto indica que a 9,3 debo mover la coma 7
lugares hacia la derecha)

Si el exponente es negativo, de la forma —I, entonces:

107" = 0,000...0001

—_——
T Cceros

0,000 000 000 000 000 000 000 053g = 5,3 x 1022 (El exponente es negativo -23 idica que al mover la coma de 5,3 tantos
lugares como me indica el exponente hacia la izquierda.

Por convencion adoptaremos el criterio de convertir los nimeros tomando la primera cifra significativa de izquierda a derecha,
es decir:
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®  Para 237500000 tomamos 2,375 x 108

=  Para 0,000000349 tomamos 3,49 x 107

salvo se indique lo contrario.

Para operar convertiremos todos los niumeros dados en notacion cientifica y operaremos la parte entera 6 decimal entre si
y en las potencias de 10 aplicaremos propiedades de potenciacion de igual base.

Ejemplo:

(4x10%?) x(2x10%) =4.2x10'?*5=8x10%"
(4x10%2)/(2x105) =4/2x10125=2x107
o (4x10'2)/(2x107) =4/2x1012=2x10°

Sea a un nimero positivo con a # 0. El logaritmo en base a se denota |Og.g1 , define como

. log,x=y < a’=x

Es decir que |Oga es el exponente al cual debe elevarse la base « para obtener X.

Cuando usamos la definicion de logaritmos utilizamos dos formas de notacién, una la forma logaritmica Ioga X=Yyla
forma exponencial a’=x.
Ejemplos:

El siguiente cuadro ilustra ejemplos utilizando definicién de logaritmos en forma exponencial y logaritmica.

Forma Logaritmo Forma exponencial
log,,100000 =5 10° =100000
log,8=3 2°=8
1 1
log, = =-3 2% =2
9, 5 3
log;s=r 5 =s

Debemos tener en cuenta que cuando expresamos por ejemplo 10g 7 nos estamos refiriendo a |Og10 7. Si utilizamos

calculadora solo podemos calcular los logaritmos en base 10. Mas adelante veremos que procedimiento aplicamos para
calcular los logaritmos de cualquier base.

1) Si X e Y son nameros reales positivos, 0 >0y b #1, entonces Iogb XY= Iogb X+ Iogb y
X

2) Si X e Y son nameros reales positivos, D >0y b#1, entonces log, —=log, x—log, y
y

3) Si X e Y son numeros reales positivos, b>0 y b#1, entonces |Ogb X" =n. |Ogb X

4) Si X e Y son numeros reales positivos, b>0 y b #1, entonces

log,1=0
log,b=1
log, b" =n

Ejemplo:




g 109,35=log,(7.5)=log,7+log,5

log 3 =log,, 3—log,, 5
° El 5 .

g 109:5° =8log 5

Ahora introduciremos la formula de cambio de base que nos permitira calcular cualquier logaritmo independientemente de
su base.

®  Foérmula de cambio de base: Iogb X= M .
log,, b
Ejemplo:
log, 7 =997 _0,9357
e Calcular el log8
log, 32 = log 32
e Calcular el log5 .

3
3_log%s _ —0,2055

Ioglz T
. E 5 logl2



Guia de Aprendizaje de NUmeros Reales para Tecnicaturas

17. Indicar cuales de las siguientes afirmaciones son Verdaderas 6 Falsas.

E Actividad de Produccldn

EDICION DIGITAL

Orde
n

Afirmaciéon

| es finito.

Q no tiene ni primer ni Gltimo elemento.

Las fracciones pertenecen a |.

Los nimeros decimales pertenecen a R.

Ny Z pertenecen a Q.

Si se puede representar como fraccion, es un nimero real.

Q e | conforman el conjunto de los nimeros reales.

Todos los conjuntos numeéricos son infinitos.

Los nimeros decimales pertenecen a I.

Todo ndmero racional tiene antecesor y sucesor.

Los nimeros naturales son racionales.

| es un conjunto finito.

R tiene primer elemento.

Entre dos nimeros irracionales existe otro nimero irracional.

Todo ndmero irracional se puede expresar como fraccion.

Los nimeros negativos con infinita parte decimal pertenecen a |.

Un namero con parte decimal infinita y no repetitiva pertenece a Q.

=slefelels B|—|=l—|=|=le|~|e|=|o|=|

El 0 es un nimero irracional.

18. Identificar a que conjunto numérico pertenece cada uno de los siguientes nimeros.

Orden NUmeros Naturales Enteros Racionales Irracionales Reales
15 -5
a) —24:—=:4/2;—:0,63
7 \/_ 7
b) 3;_—3;2;0;\/E;2,6
30 9 4
.3/5.12,
°) Jl_s,ﬁ,?—lss
d) 1256;~/5; ;3,99

19. Represente en la recta real los siguientes niumeros.

Orden | Nameros Representacion
a) 15 -5
42—
? %;%3; 2;0; ?
C) \/1_6;3/5;%;|—6|
d) ~1,2;—/5;7;-3,|9)




20. Ordene de mayor a menor los nimeros representados en el punto anterior.

Orden Numeros Ordenacion

a) —21§ _5 i 25

b) 3.—_3.2.0. 16
3009 V4

2 Jﬁiﬂi%ﬁwid

o) -L2-5m-39

21. Encontrar el valor para cada una de las expresiones dadas, siendo a=-3,b=5.

D a-b)

" |ra-b

9 |3a+2b)

9 |pa:b|

9 |ab

" |2b-7a

9 |ab-ba|

N 3a+2b-3p|

) |2a—2a+30-1000)

22. En los siguientes ejercicios indique cuales de las propiedades de nimeros reales se esta empleando.

I e -

a. 4+3=3+4

)

= 67 =76

d. 4(3+5)=4.3+45
5 5

f 55,
56
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i. §+0=0+§:E
7 7 7

23. Resolver aplicando propiedad distributiva.

c 7(5+2)
d l(2+ij
3 3
11 12
e ——=dt==
22 23
¢ 5 2
e———=¢
3 5

a 7 2 6
5 10 15
b. 3 5 4 7
6 6 6 6
c 1 3 9 7 5
St ——t ==
2 4 6 4 2
d 3 11 5 7
5 5 5 5
e. 13
==
f. 4. 6
v
g. 72
=
h 3).6
)5
i 2 ( 3
0

25. Efectuar los siguientes calculos utilizando calculadora indicar el resultado obtenido a que conjunto

numérico pertenece.



Orden Operacion Resultado ¢A qué conjunto
pertenece el
resultado?

12,99 + 1236 =

3
= (36-15) =
2( )

4
2(16 - —
( 3)

d. 0,25(100 + 200)

e. 21(2,65 - 3,2)
256.12 + 256.13 + 7
18.4-18.9

716 + 218 — 964 -321
i. 15:e

J|lQe| -

26. Calcular e indicar que propiedad se aplica para resolver las siguientes operaciones:

Orden  Operaciones “Resultados __ Propiedad
2 3+(-5+2)=(3-5)+2
b) 8(3.(-5)) = (8.3).(-5)
©) 16(-2) = (—2)16
9 12.1=1.12
€) (-5)+0=0+(-5)
D (-2)(5+(-3)) = (-2)5+(-2)(-3)
9 (-8).1=1.(-8)
h 5.(8-3)=5.8—5.(-3)
) 16+(—16)=(-16)+16=0

27. Resuelve aplicando propiedad distributiva.
Orden Operaciones Resultados

A (-12+24-18):(-6)
) (-3).(6-8+4-3)
) (45-18+81):(-9)
d  (-35-42-63):(+7)
9 (43+(-D(4)

" (253

9 8(8-9+7)

h)  (20+35-100):(-5)
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28. Encontrar el inverso aditivo de los siguientes nameros.

i)

(2+8-12):(~2)

EDICION DIGITAL

Orden NUmero Inverso aditivo
a) 3
b) -5
c) 18/3
d) -36,02
e) 105,99999...
f) 209/5
9) 0,518
h) -1024
i) -5789/6

29. Eliminar el signo de agrupacion.

P (5)
(4

0 —(+7)

P —(+12)

9 4(+19)

) —-(-21)]

9 {+(-354)]

Vo (581}
i)

{H-(9%8)1}

30. Con los valores indicados para las variables X, Y, Z, W, resolver las operaciones que se indican.

Orden X y yA W [ X=Y | 2y+z—-w 3z—w —{xy_zw}
a) 1 |5 15 |8

b) 8 -9 3 -2

c) 5 0 1 -5

d) 0 -8 -6 -1

e) 1 122 |2 9

f) -1 -12 -2 -9

9) 3 -3 3 -3

h) 1 1 1 1

i) 0 2 |8 Jo




31. Efectuar el célculo correspondiente.

25-8+4-9-3+10

5-9-7+4-6+8

—4-3+5-5-4-3+2+1

-18-9+14+24-10+21

(-5)-(-15)~(+5)

(—24)+(-12)—(-24)

{+16-32+(32-96)]

~{(-3+2-5+8)+[-(52-5-8+3)[}

{-(89-16)+[(287)+32-15]}

32. Efectuar el célculo correspondiente.

Orden
a)

b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)

i)

Operacion

100—(81-14)

—61—(-3-12)
(15+71)—(21+18)

186 +(321-542) +16
15-8+(32—-25+42)
(15+61—-35)—[18+(—15)]+2
{-(16+21+25)—[(-9)+5]}
~12-{+32—(58-97)+2}—5

—{(-12)—(-10)—[18—(16+1)—(5+12)+3]-8+9}

33. Efectuar el célculo correspondiente.

Orden

Operacion

Resultado

a)

120+5(6-9)

b)

19-3(4+8)

<)

4(12-6)-5(7+3)

d)

150: (7 -12)

e)

(35-15):(5-7)

f)

(16—21-11):(-5+3)

9)

[(+12)-5(3+4)-6(9-8)+(29-2):3]

h)

{(-61)—[(+2)+(-7)—(+14): 7}

D)

[(—12)—(-20):5+18:3-24:12]

Resultado
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34. Efectuar las siguientes operaciones.

EDICION DIGITAL

»  13-2{(+18-12)-36:6+18:9-12:3}

) 16(9-6)+25:5-124:2+2(81:9)

%) —3[(18—30)+854:2-1020:5]

P 181-[(-12)(144:12)—2(175:(-5))]

€) —24+(—64:8)—5000:10+[32—15 23]

D 1200:(-5)+16(9-7)+{(-15+5):10+205:5-2}

9 -18:2-{(25-10):3+12:2—(-8:(-4))+16}

W {(1215:5).(9-8)+63:9-5]

) {132(2-1)+5000:10—1000}

35. Resuelve las siguientes operaciones transformando cada nimero a su expresion fraccionaria.

Orden Operacion Resultados
a. 0,25+0,25+0,25
b. (2,3-7,2):1,34
: 1,34:7,2—-2,3)
d. (0,6:2,4)—-(4,8:1,2)
0,9:0,2
e. (1,8:1,8)—(6,4:0,2)
0,12:0,1
f 1,26+3(0,6-1,75)
0,18:0,253
g. 2,33:5-3,18.(8,3)
h. 15-0,87+36,9—-21,45
i. 16,91
0,47(-5,24)
36. sia=0,3b =§;c =-5, calcula.
. Operacion . Resultados
a. 3a-bc
b. 12ab-2
5
C. 6a—52b—ac




d. (6a—bc)(c +5b)

e. E_c
3b
f, 5a—3b+ S
—C
g 1a+§b—c
4
7
h 5a—§b
3a
. 2 —2b+c
i —a+
4 -2b-c

37. Completar la siguiente tabla.

a b C a+b  2b-c  b+(-b)
3 2 6
5 5 6
L 12 3
4 5 1
3
0,25 — -4,5
9
125  3999. -2
7
38. Efectuar las siguientes operaciones combinadas.
Orden Operacion Resultados
a 4 8 2 2
___+___
5 9 3 5
b 5 5
6 7
C
2 52U
4 3 6
d
E:12
95
€ 2 -8
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f.
3 4
21 12
_5+i
4
¢ z.(_uj
9 6 3
h. 3 1) (2.1
—+= | ==
4 2 6 5
G
8 9 2
- -3
— |- (+8
SIEE
. (z.ﬂ).z
38)5
39. Calcular.
Orden Operacién Resultado

958 - 456 - 328 + 860 - 176 -218

b. 128 + 576 - 280 + 2.100 - 350 + 185
c. 420 x 2 + 526 + 120 X 3
d. (425 + 726 - 215) - (125 + 16 - 31) + 412
& 1 (2 5 13
= |Z£42|-5/2:2
4 (3 6 2 4
f.
5.)3.[2_2] 56 16
3 4 8 6
9 {6 12} 3( 1 5) 3
—|=i=+=-==|-2+=
714 2\ 2 3 4
h.

{5 (-4

G(E—Ej:(§:1j+5
5 25)\8 8

40. Calcular.

EDICION DIGITAL



Orden Expresion Resultado

2 5
b. 3.8
c. (-4)°

+ | (3)

41. Efectuar las operaciones. Escriba todas las respuestas en términos de exponentes.

Orden Operacion Expresion
a. 3.3
b 28.2°
c. 24.23.2°
d

(2)

e. 2\*
5

f. 02 3
2°.3

. 322450\
28 37 52

42. Resolver las siguientes raices.

a. J25
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o
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o
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N
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43. Operar para logra obtener una raiz Unica. Suponga que las letras son nimeros reales.

Orden Expresion Resultado
a.
Wa
b. —
3 X y
c.
bla ’y

o
x|
o
%

Ya*\45./45./45

f 1
a+b
(+) a+b

k‘

44. Simplificar exponentes e indices para llegar a una expresion mas simplificada. Suponga que las letras

representan nimeros reales.

Orden Expresién Resultado
a.
JY(a+b)”
b.
o/ 729x2y?
k6
! 2
,116x° (h+k)
81
d leaXbX
© 3 (a_b)2
a®
f. 3
¥(a+b)

45. Expresar en notacion cientifica los siguientes nimeros.



a. 45800000000

b. 0,0000000852
C. 1000

d. —0,0000065842

46. Expresa en notacion decimal los siguientes nimeros.

Orden Notacién cientifica Notacién decimal
a. 4,108
b. -6,3456. 10°
C. 5,112. 103
d. 1,43. 10°

47. Expresa en notacion cientifica e indica el orden de magnitud:

Orden Expresion Notacién cientifica
Distancia Tierra - Luna: 384 000 km.

Distancia Tierra - Sol: 150 000 000 km.
Distancia Tierra - Neptuno: 4 308 000 000 km.
Virus de la gripe: 0,000 000 002 2 m.

Radio del protén: 0,000 000 000 05 m.

Masa de un estafilococo: 0,000 000 000 1 g.

Radio del universo observable: 2,5 1010 afios luz
(expresarla primero en km)

~lo|alo|o|

Q@

48. Efectua los siguientes célculos

Orden Expresién Resultado
a 760000 ( 20400000000)
b. (43200000) (850000000)
c. 0, 000035(0, 00000076)
d. 375000: (150000000)
€ 79800: (840000000)
f (0,00048): (0,0000003)
g 6,4 .10°+6,2.10°-7,36 .10° =
i 38410°-6,31.10°+8,32.10° =

49. Escribir los siguientes logaritmos en forma exponencial.

Orden Forma exponencial Forma Logaritmica
a. log, 216=3
b. log, 16807 =5
: log, —=-5
‘ 2
d. log, 2048 :1—31
e. log, 6561=4
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1
I —=2
f 9y 29
1
log,—=-5
& %23
h log,16 =2
7
i log, 2187 = >

50. Escribir cada expresion en forma exponencial en forma logaritmica.

Orden Forma exponencial Forma Logaritmica
a. 5* =625
b. 4 =64
c. 53 _ 1

125
d. 4% =128
e. 3 =243
f. 2" =128
8- 35 _ i

143
h. 11 =121
i 12* =144

51. Con calculadora evaluar cada una de las expresiones.

a. log,, 5

b. log,, 615
c. log,, 4

d. log,, 1267

52. Escriba cada logaritmo como la suma o resta de dos o més logaritmos.

@ log 2
3
b log,, 615
: l0gy,
3y
‘ log,, e
3xy
€ log !
8




f log %
’6
g. 1
log,, —
012 5
h. log2
g6
i. log, 18

53. Expresar los siguientes logaritmos como un solo logaritmo.

Orden  Expresion Resultado
a. log 2+log 11
b. log,,17 +log,, 23
c. 5log, 2+3log, 5
d. Iogg+ Iogg
3 7
e. log,, 25—10g,,5
f. 7log3-2log8
g. log,, 64 +log,,12
h.

Iogi+ Iogﬂ— Iog1
24 7 3

i IOng 3- IOng 81

54. si log, 2=0,3869;log, 3=0,6131;log, 5=0,8982, determine el valor de cada logaritmo de los

dados.
a log, 8
b. log, 15
« log, 36
d. log, 30
e log, 10
f log, 60
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. | —
0
gb3

h. log E
®'8

- log 24
5

55. Utilizando la formula de cambio de base calcular los siguientes logaritmos.

@ log 2
b log,, 51
‘ l0g,; 2
3
d log, “
31
€ log !
8
f log, &
6
& log,, %
h 9
log 5
i log, 18

56. Resolver las siguientes operaciones combinadas.

Orden Expresion Resultado
a.
i+5— E—E(5+16—4+1) +2
4 3 3 3
b -2
3,8° (Eﬂj
2 3

C. 2 ; 1\?
7.(—4) +6—(§j

. (Ej_l ~(V16+9) +32

3

_ (ET Jr%(\/s_l—42)2 +15—[§}1

4

o

EDICION DIGITAL



f 0
1[5 (53
7 16 35

RRULONE)

h. \/26+10(—5)4—(§—§+Ej_1

O

Ejercicios Extras de operaciones combinadas con respuestas.

1) l+§g =
4 2 3

~4 7 5.
5)?'(5—2)-
1 3,5 _

6) (E—Z)-G

12, -1 3
7) = (=) =
TR

1 1, 12
8) (-1=-22):=% =
) ( 3 2) c
03305 42 -
10 6 10

3 7 1
10) 15— (=——=) =
=G

1 .1, 7
11) (4= -52)—— =
) ( 5 3) 3

12) G-2)-C+2) -

-7.1 3 ,3 2
— [+ (-2 =
8 2 [ 8 (5 3)

14) (—§+1):(‘—37; 1) =

13)

w
|
N

| =

+

7.7

+—I=
2 8 3

16) 71+81—63+2i=
2 5 10

Respuestas:
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05 gt gl g 3 18 ¢ 3 , 16 o 115
4 9 3 4 15 10 3 12

9 -2 0L 1B 45 8 45 15T 43 g5 3l BL
8 8 24 120 120 6 24 20



Autoevaluacion

Actividad N° 1: Indicar a que conjunto numérico pertenecen los siguientes nimeros:

Numeros N z Q |

a) 0,3.10°

b) ——rx

c) =--—

d g

e) 16+9

Actividad N° 2: Indicar el valor de verdad de cada una de las siguientes afirmaciones:
Numeros Verdadero Falso

a) 6,23.10°1 ¥
b) -5zel

o9 fo- s
2 50

e) /25-23¢l

Actividad N° 3: Resolver los siguientes ejercicios:

.
a)i- d—s- o é—' —'053 V642 + 5- L, 787
% 2 Zﬂg
3,5.10°(~7,5).10°
b) n

0,25.10
¢)(=5)* — (~216) : (~6)? — (~2)* 100 — 64 =

—2 % -3
d)5,1.10 3,44.10

13.10

e) Iog7 §

f)(z_i) (Z-EQE)_
2 4 4°8 24
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Introduccion

Como en todos los médulos tratados comenzamos con un diagrama de los temas que
desarrollaremos. El itinerario para realizar es el siguiente:

Monomios

Expresiones
Algebraicas

Operaciones

Polinomios

Factorizacion

El que sabe ddénde va, es seguro que llega.

ijComenzamos!

Expresiones Algebraicas

%EI resultado de aplicar una o mas veces cualquier operacién algebraica (adicién, sustraccion,
§multiplicacién, divisién, potenciacion y radicacién) a una combinacién de letras y nUmeros es
¢una expresion algebraica. $

~

Por ejemplo, las siguientes son expresiones algebraicas

2
4x2y; 3ts +1; V2x+5 Bx + 1.

ts x2+2y’
Podemos observar en &lgebra que se emplean letras y otros simbolos para representar nimeros.

Esta combinacion de letras y nimeros se encuentran ligadas por los signos de las operaciones:

adicién, sustraccion, multiplicacién, division, potenciacion y radicacion.

Dependiendo las operaciones que afectan a las variables las expresiones algebraicas se pueden

clasificar en:
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e Enteras: Cuando las variables no estan afectadas por el signo radical ni forman
parte del denominador.

e Fraccionarias o racionales: Cuando al menos una de las variables figura en el
denominador.

e Irracionales: Cuando las variables estan afectadas por el signo radical.

En este curso daremos tratamiento solo a las expresiones algebraicas enteras e identificara las dos

restantes cuando comprenda mejor el concepto de variable.

Variables

Cuando se emplea una letra u otro simbolo para indicar algo a lo cual puede asignarse cualquier
valor de un conjunto de nimeros dado o implicito, se llama variable. Generalmente vamos a usar las
letras mas cercanas al final, como w,X,y,z, se utilizan para indicar variables.

De las siguientes expresiones:

3ts? +1 V2x +5
4x%y; b ; ;
a) 4x%y; b) ts x%+ 2y

En a), c) y d) las variables son e y, en b) las variables son t y s.

d)Vv3x+1

Constantes

Cuando se emplea una letra u otro simbolo para designar nimeros fijos, pero no especificados,
llamamos a estos constantes. Una de las constantes mas conocidas es la representada mediante el
simbolo mque representa el nimero 3,14159265.... Por lo general se representan con las letras
a,b,c,d (las primeras letras del alfabeto).

En las siguientes expresiones podemos observar;

o 5ax?, lavariable es x y la constante es a.

3 .
o sxmy, la variable esx ey; y la constante es m.

ACTIVIDADES DE
APRENDIZAJE

¢, Qué es una expresién algebraica?

¢, Como se clasifican las expresiones algebraicas?
¢, Cuando una expresion algebraica es entera?

¢, Cuando una expresion algebraica es racional?
¢,Cuando una expresion algebraica es irracional?
¢A qué definimos como variable?

¢, Qué es una constante?

¢, Con qué letras denotamos las variables?

¢, Con qué letras denotamos las constantes?

©oNoOOA~LNPE

Términos Algebraicos
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AV VW W W W N W e N W W W W W W W W W W W Ve Ve Ve V2

Si una expresioén algebraica consiste en partes unidas por signos mas o0 signos menos, se le
Ilama suma algebraica. Cada una de las partes de una suma algebraica, junto con el signo
§que la precede, se llama término algebraico. §

PAVAVAVAV AV AV NN AV VAV AV AV AV AV AV AV W NV VAV AV AV AV AV AV AV W NV W

© Siun término no es precedido por ningtin signo entonces es positivo.
Cada término algebraico tiene dos partes:

o Una de ellas es el coeficiente, y
o la otra contiene las variables o constantes y la denominaremos parte literal.

Cuando las variables o constantes no estan precedidas por ningun coeficiente
entendemos que el coeficiente que posee es 1.

e El coeficiente del término 4x? es cuatro.
e El coeficiente del término s3t? es 1.
e Eltérmino 3, el coeficiente es 3y la parte literal es nula.

Términos semejantes

Los términos semejantes son aquellos términos en los cuales intervienen exactamente las

mismas variables elevadas exactamente a la misma potencia.
¢ N

Ejemplo:
o 7xy? es semejante al término —2y2x, son términos semejantes porque
ambos contienen las mismas variables x e y, ambas estan elevadas a la
misma potencia.

Los siguientes términos son semejantes:

o 8z3x% —12z3x2
o 3t3;18mt3; —26t3

~ ACTIVIDADES DE
: “ APRENDIZAJE

¢, Qué es una suma algebraica?

¢, Qué es un término algebraico?

¢ Si un término no es precedido por ninguln signo, como debemos considerar al término

algebraico?

4. ¢ Cudles son las partes del término algebraico?

5. ¢Si en un término algebraico su parte literal no estd precedida por ningln coeficiente que se
asume?

6. ¢Cuando dos términos son semejantes?

7. ¢Sidos términos semejantes importan el coeficiente de dichos términos?

wh e

Monomios y Polinomios

FAVAVAVAVAVAV AV AV AVAV AV AVAVAV AV AV A VA A VAV a VAVt e Ve Ve VeV VaVaVavavava Ve VaVavavava v
Una expresion algebraica con un solo término es un monomio. %

B Y R Y Y AV Y AV AV AT AV AV

Ejemplo:
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e Son monomios: 16mx?; —5xy?z3; 18x°y8

§Una expresion algebraica con dos términos es un binomio. §

N

Ejemplo:
e Son binomios: 3x + 5y; —7y3 + 82z2; 12xy? + 32

%Una expresion algebraica con tres términos es un trinomio.

Ejemplo:

*= Son trinomios: 3x2 —5x + 1; 16xy —y + x; —5y3 +z% + x

§Una expresion algebraica con cuatro términos es un cuatrinomio. §

N

Ejemplo:
Son cuatrinomios:

o 3x3+2x*?-5x-2
o 16x+5y+x%+y°
o —xy+12x?—-6y3+3

§Una expresion con mas de cuatro términos es un polinomio. §

N

Cualquier expresion algebraica con mas de 4 términos diremos que es un polinomio,

analizaremos su definicién y partes mas adelante.

Partes de un monomio

EEI coeficiente del monomio es el nimero que aparece multiplicando a la parte literal (variable
gc’) constante).

Ejemplo:
* 18x3yel coeficiente es 18,

»  —3w?st? el coeficiente es -3.
» xy?z3, en este caso el coeficiente es 1.

La parte literal esta constituida por las letras y sus exponentes.

N
R Y Y Y Y Y Y Y Y AV AV AV AT AT AV AV AT AT AT A

A

Ejemplo:

* 18ax3yla parte literal es ax3y
= —3w?2st3 la parte literal es w?st3.

FAVAVAVAVAVAV AV AV AVAV AV AVAV AV AV AV A VA A VAV a Vet e Ve Ve Ve VeV aVa Ve Ve v a Ve Va Ve Vavava vy
éEI grado de un monomio es la suma de todos los exponentes de las variables. 3

¢

Ejemplo:

o 18ax®y, esde grado 4; 3 + 1 = 4. Tenga en cuenta que a es un constante

o —3b3w?st? esde grado 6; 2 + 1 + 3 = 6 correspondiente a las variables w, s, t.

o 8x3y3z% es de grado 8; 3 + 3 +2 = 8. En este monomio no hay constantes y las
variables son x, y, z.

Polinomio
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AV VW W W W N W e N W W W W W W W W W W W Ve Ve Ve V2
Un polinomio es una suma algebraica de monomios, es decir, cuando varios monomios
estan unidos por los operadores + y — (adicién o sustraccion).

B Y Y N Y AV AV A A AV AV AV AV AV AV AV AV avavav

Ejemplo:
o x?y3+4+3x—-3y+x°y?—1
o ZS4+y*+2xy+2y—yx—y
. ix3 +3x2+1

El grado de un polinomio es: el grado del término o monomio de mayor grado. Se debe tener en
cuenta que el grado esta dado por la suma de los exponentes de las variables y no deben ser

§tenidos en cuenta para su calculo los exponentes de las constantes. §

PAVAVAVAV AV AV NN AV VAV AV AV AV AV AV AV W NV VAV AV AV AV AV AV AV W NV W

Ejemplo:

e x?y3+3x—3y+x°y?—1esdegrado 8, el grado esta dado por el término x°y2.
* z5+y*+2xy +2y—yx—y es de grado 5, el grado esta dado por el término z°
e =x%+3x?+1, esde grado 3, el grado esta dado por el término +x3.

FAVAVaVaVaVeVaVeVeVeVaVe Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Ve Va Ve Va Va e vy
gEI polinomio homogéneo tiene todos sus términos o0 monomios con el mismo grado. ;

< /\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/<

Ejemplo:

e P(x,y) =2x?+3xy
o P(x,y,z) =8x*+ 2x%y? + y* + xz3

%Los términos de un polinomio heterogéneo son de distinto grado. %

B Y Y N Y A AV AV A AV AV AV

Ejemplo:

e P(x,y,2) =-5x3yz+x%z2+1
o P(xy)=-5y%+y3—2x
P(y,z) =23y —2z%y3 —z+1

~ ' ACTIVIDADES DE
" APRENDIZAJE

Defina monomio, binomio, trinomio y cuatrinomio.

¢,Cuales son las partes de un monomio?

¢, COmo esta constituida la parte literal de un monomio?

¢, Cémo se calcula el grado de un monomio?

¢, Se tienen en cuenta el exponente de las variables al momento de calcular el grado de un
monomio?

¢ Se tienen en cuenta el exponente de las contantes al momento de calcular el grado de un
monomio?

7. ¢Qué es un polinomio?

8. ¢Cdomo se calcula el grado de un polinomio?

9

1

s

agrONE

o

. ¢Cuando un polinomio es homogéneo?
0. ¢ Cuéndo un polinomio es heterogéneo?

Polinomio de una variable real

Un polinomio de una variable real es una expresion algebraica de la forma: P(x) = agx™ +
ax" 1+ t+a, 1x+a,

|
~

10
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Siendo ay, a4,...,a,_4,a, nimeros, llamados coeficientes.

A

x la variable o indeterminada.

n un namero natural.
a, es el coeficiente principal.

a, es el término independiente.

Ejemplo:

D P(x)=3x3+§x2—x+1
Es un polinomio de variable x, cuyo coeficiente principal es 3 y su término

independiente es 1.

* PO =-5y*+y°
Es un polinomio de variable y, cuyo coeficiente principal es 1 y su término

independiente es 0.
Para tener en cuenta: El coeficiente principal es el coeficiente del término de mayor

grado.

éEI grado de un polinomio P(x) es el mayor exponente al que se encuentra elevada la variable. %

Ejemplo:
e P(x)=3x3+2x%*—x+ 1tiene grado 3.
e P(x)=—5y? + y® tiene grado 5.

AV AV VU Y e T T T VT Y Y T Y Y VY T Y T T Y Y AV AV AV AV A VA VA VA VAV AV A
éEI polinomio nulo tiene todos sus coeficientes nulos. %

B Y R AV AV VP

Ejemplo:
e PXx)=0x3+0x24+0x+0

Un polinomio es completo respecto a una variable y de grado n, si el polinomio esta %

§compuesto por n +1 monomios de grado n hasta el grado 0.

Ejemplo:

e PX)=x*—-3x3+2x>—x+3
e P(x)=12x?—12x+ 12

AV AV AV VY e VT Y Y VT Y Y Y T VT VY T T T T VY AV AV A VAV A VA VA VA VAV AV A
Un polinomio estd ordenado si los monomios que lo forman estan escritos de mayor a
menor grado.

B Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y AV AV AV AV AT AV AV AV AT AT AT A

Ejemplo:

e Px)=3x3+8
e Px)=2x?2-2x-6

FAVAVAVAVAVAV AV AV AVAV AV AVAV AV AV AV A A A VAV a VeVt e Ve Ve Ve VeV VeV aVaVavava Ve VaVavavava v

El valor numérico de un polinomio es el resultado que obtenemos al sustituir la variable por
un namero cualquiera.

B Y A N N N Y VY AV i N N N AV A Y A VAV W W VW AV W

11



Ejemplo:

i Px)=2x3*+5x—3 enx=1
P(1)=2.13+51-3=2+5-3=4
5 Q(x)=3x>+2x—5enx =2
o P(2)=3.23+22-5=23

e

%Dos polinomios son iguales si verifican:

B Y Y N Y N A AV AV AV AV AV AV

e Ambos polinomios tienen el mismo grado.

e Los coeficientes de los términos del mismo grado son iguales.

Ejemplo:

P(x)=2x*+5x—3
Q(x) =5x+2x3-3
R(x) = =3 +2x3 + 5x
P(x) = Q(x) = R(x)

O O O O

Actividad de Aprendizaje

1. ¢A qué definimos como polinomio de una variable real?

N

Dado el siguiente polinomio identificar los coeficientes, el coeficiente principal, las variables y el
término independiente: 6x> — 4x3 + 2x + 1.

¢, Cual es el grado del polinomio?

¢, Cuando un polinomio es nulo?

¢, Cuando decimos que un polinomio es completo?

¢, Cuando decimos que un polinomio es ordenado?

¢Un polinomio puede estar completo y no ordenado? Ejemplifique.

¢Un polinomio puede estar ordenado y no completo? Justifique.

© ® N o 0o &~ w

¢, COmo se obtiene en valor numérico de un polinomio?

10. ¢ Cuando dos polinomios son iguales?

PAUSA. Es conveniente que realicemos una pausa. Es la primera pausa en este médulo

Pausa de Recapitulacion

¢A qué denominamos expresién algebraica?

¢,Como se identifican las constantes de una expresion algebraica?
¢, Como se identifican las variables de una expresion algebraica?
Defina término algebraico.

Defina término semejante.

o g > w N R

Confeccione un listado clasificando las expresiones algebraicas de acuerdo con la cantidad de
términos.
Identifique las partes de un monomio. Defina cada una de ellas.

¢, Qué es un polinomio?

12
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9. ¢Cuédl es el grado de un polinomio?

10. ¢ Cuando indicamos que dos polinomios son semejantes?

11. ¢ Cbémo se identifican polinomios homogéneos y heterogéneos?

12. Defina polinomio de una variable real.

13. ¢ Cuéndo un polinomio es nulo?

14. De tres ejemplos de polinomios completos.

15. ¢ Cuando dos polinomios son iguales?

m Actlvidad de Froduccilon

1. Dados los siguientes monomios encontrar los datos que se solicitan.

Orden | Monomio | Coeficiente | Parte literal Grado
a. 3x%y
b. z3y?
C. —5zx*
d. 12
e. —2zx°y®
f. 8zw ™3
g. —Xy
h. -8
i. 5x75

2. Clasificar los siguientes polinomios de acuerdo con la cantidad de términos.

Orden Polinomio Coe'ficiente Grado . Términ'o
principal independiente
a. 13x3y?
b. 3x3 +2
c. —5x* + x?2
d. 2x? +5x—1
e. —2x5+x%+8
f. 8w +2w? —3w+5
g. —x0 +5x° +4x* —x3 +x*> —x+3
h. -14
i. 15x3

3. Dado el término propuesto encontrar un término semejante.

13
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4. Completar y ordenar los siguientes polinomios.

Orden Polinomio Polinomio Completo

5. Encontrar el valor numérico de los siguientes polinomios.

Orden Polinomio Valor Resultado

BRCEE
o mewmes e
\

R F i R —
.

Esperamos que no tenga dificultad en la resolucion de las actividades planteadas.

Es momento de continuar.
14
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Suma y resta de polinomios

Para sumar o restar polinomios, sumamos o restamos los coeficientes de términos
semejantes.

B Y Y Y AV AV AV AV AV AV AV

Recuerde que solo se pueden sumar o restar términos semejantes.
Ejemplo:
* P(x)=3x%+5x-3
* Q(x)=-2x2+x+1
P(x)+Q(x) =3x?>—-2x24+5x+x—-3+1=x%+6x—2

+3x%2  +5x -3
—2x2 +x +1
x? +6x%2 =2

* R(x)=x*+3x3—-2x?2—x-3
» S(x)=7x3+2x*+3
+x*  +3x3  —2x2 —x -3
+7x3  +2x? +3

x* +10x3  4+0x%2 —x +0

ROX)+S(x)=x*+3x3+7x3 —2x2 +2x* —x—3+3
x*+10x3+0x2—x+0
Para restar dos polinomios P(x) — Q(x):

1. Transformamos la resta, en suma, es decir, P(x) + (—Q(x)). Esto nos lleva a obtener el

polinomio opuesto de Q(x) cambiando los signos de todos los términos del polinomio
Q).

2. Sumamos los términos semejantes
Ejemplo:
* P(x)=3x%*+5x—-3
" Qx)=-2x*4+x+1
P(x)— Q) =P(x) +(—Q(x)) =3x*+2x? +5x —x -3 — 1

+3x%  +5x -3

2x2 —x -1

15
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5x? +4x*> -4

* R(x)=x*+3x>—-2x*—x-3
= S(x)=7x3+2x%+3

+x* +3x3 =2x? —x -3
—7x3  —2x2 -3
x* —4x3 | —4x2 —6

R(x)—S(x)=x*+3x3—-7x3—-2x2—-2x>?—-x—-3-3 =

x*—4x3 —4x>—-x—-6

Multiplicacion de monomios

Cuando multiplicamos monomios, se multiplican los coeficientes numéricos para obtener el
coeficiente numérico del producto luego se multiplican los factores restantes utilizando las

reglas de los exponentes.
X /\/\/\/\/\AA/\/\AAA/\/\A/\A/\AA/\/\A/\/\/\AA/\/\AAAA/\A/\AA/\/\\

Ejemplo:
o (2x3)(—8x%y) = —16x°y
o (Bx%y?z)(x3z%) = 3x5y2z7
o  7x(=3y3)(=2x?y?) = 42x3y5

Multiplicacion de polinomios

éPara multiplicar un polinomio por otro, cada término de un polinomio se multiplica por cada
§término del otro polinomio. Puede ayudarse, dependiendo de la cantidad de término, usando

gla propiedad distributiva.

~

Ejemplo:
» Dado P(x) = —4x3+5x%+x—1y Q(x) =3x* —x + 6. Encontrar P(x).Q(x)

—4x3+5x2+x—1
X 3x2—x+6

—24x3 +30x%>+6x—6
4x* —5x3 —x%? 4+ x
—12x°% + 15x* 4 3x3 — 3x2

16
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—12x° + 19x* — 26x3 + 26x2+ 7x — 6
* Dado R(x) =2a®—3a?b +4ab? —2b% y S(x) = 3a? + 4ab — 5b%. Encontrar
R(x). S(x)
2a® — 3a?b + 4ab?* — 2b3
3a% + 4ab — 5b?
6a® —9a*bh + 12a®b? — 6a%b3
8a*b — 12a3b? + 16a?b® — 8ab*
—10a3bh? + 15a?b® — 20ab* + 10b°

6a’ — a*b — 10a3b? + 25a?b3 — 28ab* + 10b°

El producto especial (a + b)(a — b)

§Dado un binomio (a + b), definiremos a su conjugado como (a — b). E producto entre §
(a+ b)(a — b) se conoce como diferencia de cuadrados. Si observamos cada término
tiene el mismo primer término a, y que los segundos términos son inversos aditivos

uno del otro, by —b. Siempre que se tiene un producto de dos binomios de la forma a +
by a — b, el resultado es a* — b?.

Ejemplo:
= x—2)(x+2)=x*+[2x]-[2x]-4=x*—-4
= (2x+4)(2x — 4) = 4x? —[8x] +[8x] — 16 = 4x% — 16

1 1) (1 1\ _1 1 1 11 1
. (—x2+—)(—x2——)=—x4— x4 [=x| = =-xt — =
4 8 8 16 4 16

-~

El producto especial (a + b)?

%A este producto especial se lo conoce como binomio cuadrado perfecto. Recuerde que
s(a+b)? = (a+b)(a+b)
=a® + ab + ba + b* = a* + 2ab + b?

El resultado contiene el cuadrado del primer término mas el duplo del primero por el
segundo mas el segundo término al cuadrado.

P

Ejemplo:

* (x+5?%=x?>+10x+25
» (2x —8)? =4x?—32x + 64

2
= (3x3+6) =246 +2243 136
3 9 3

Division entre monomios

17
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AV VW W W W N W e N W W W W W W W W W W W Ve Ve Ve V2

Se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del divisor y a continuacién se
escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a cada letra un exponente igual a la
§diferencia entre el exponente que tiene en el dividendo y el exponente que tiene en el divisor. §
¢El signo lo dalaley de signos. S
2

P

Ejemplo:

4ax*y?
= 4ax*y3:2x%y = # = 2ax?y?
6X8 7
= 6x8y7:2xy5 = _2;;5 = 3x7y?
16x5y3z6 16
» 16x5y326:15xz% = L = 2 xty352
15xz* 15

Division de un polinomio entre un monomio

Se divide cada uno de los términos del polinomio por el monomio separando los términos

del polinomio con sus propios sighos. Es decir, aplicamos la propiedad distributiva para la
division.

Ejemplo:

= (4x3 +6x% —8x): (2x)
B 4x3® 6x% 8x

o T2 =
=2x*2+3x—4
= (6x*y — 9x3y? — 6xy*): (Bxy)
_6x'y  9x’y? 6xy*

~ 3xy 3xy 3xy
= 2x3 — 3x2y%2 — 2y3
»  (3x3y% +5x%y — 6xy?): (4x%y)
_ 3x%y*  5x’y  6xy?
T 4x?y ' 4x?y  4x%y
6

Division entre dos polinomios.

Para dividir dos polinomios primero debemos ordenar y completar el dividendo y seguimos la
siguiente regla:

1. Se divide el primer término del dividendo y el primer término del divisor y obtenemos el
primer término del cociente.

2. Este primer término del cociente se multiplica por cada término del divisor y el producto se
resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo escribiendo cada término debajo del
semejante. Si el término de este producto no tiene término semejante en el dividendo se
escribe en el lugar que le corresponda de acuerdo con la ordenacion del dividendo.

3. Con el resto obtenido seguimos dividiendo el primer término del resto y el primer término
del divisor multiplicamos este nuevo término del cociente por cada término del divisor y
restamos del dividendo.

4. Este procedimiento se realiza hasta que la potencia del nuevo dividendo sea menor que la
potencia del divisor.

Ejemplo:
18
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= (15x* —7x3 —6x% + 7x —3): (5x%2 + x — 3)
15x* —7x3 —6x>+7x—3 |5x2+x—3
—15x* — 3x3 + 9x? 3x2—-2x+1
—10x3+3x2+7x—3
10x3 4+ 2x2% — 6x
5x?2+x—3
5x2—x+3

= (x*—=5x3+11x%>—12x+6): (x> —3x +3) 0
x* — 5x3 + 11x% — 12x + 6|x2 — 3x + 3]
—x* 4+ 3x3 — 3x2 x2—=2x+2
—2x34+8x2—12x+6

+2x3—6x2+6x+6

+2x%2 —6x+ 12

—2x%2+6x—12
0

"  ACTIVIDADES DE
. APRENDIZAJE

1. Verifique la comprension de las operaciones entre polinomios, para ello le sugerimos analice
uno por uno los ejemplos aportados y verifique si los resultados alcanzados son correctos. En

algunos de ellos se han deslizado errores que esperamos los identifique y analice.

Regla de Ruffini

%Si el divisor es un binomio de la forma x + a, entonces utilizamos un método mas
;breve para hacer la divisién, llamado regla de Ruffini.

S N
~

Resolver por la regla de Ruffini la division: (x* — 3x2 + 2): (x — 3)

1. Si el polinomio no esta completo, lo completamos afiadiendo los
términos que faltan con ceros.

Colocamos los coeficientes del dividendo en una linea.

3. Abajo a la izquierda colocamos el término independiente del
divisor cambiado de signo. En nuestro caso es -3, como lo
cambiamos de signo nos queda 3.

4. Trazamos una rayay bajamos el primer coeficiente.

1 0 -3 0 2
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5. Multiplicamos ese coeficiente por el divisor y lo colocamos debajo

del siguiente término.

6. Sumamos los dos coeficientes.
1 0 -3 0 2

3
‘1 3

7. Repetimos el proceso anterior.
1 0 -3 0 2
3 9

Repetimos el proceso.

1 0 -3 0 2
3 3 9 18

1 3 6 18

Repetimos.

3 3 9 18 54
1 3 6 18 |56

8. El ultimo namero obtenido, 56, es el resto.
9. El cociente es un polinomio de grado inferior en una unidad al
dividendo y cuyos coeficientes son los que hemos obtenido.
C(x) =x3+3x%>+6x+18
Resto = 56

(x5 =32):(x—2)

20
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1 0 0O o o0 -3
2 2 4 8 16 32
1 2 4 8 16 |0

C(x) = x* +2x3+4x2+8x+ 16

Division por x-a. Teorema del Resto.

El resto de la division de un polinomio P(x), entre un polinomio de la forma (x + a) es el valor numérico
de dicho polinomio para el valor: x = -a, es decir, evaluar el polinomio en —a, P(-a). Esta regla se
gconoce como Teorema del resto.

"

Para tener en cuenta: Si se puede aplicar el Teorema de Ruffini podemos aplicar el
Teorema del Resto. Si el divisor es (x — 1) debemos tomar a como 1 y por lo tanto
calcular P(1). Para el divisor (x + 2) debemos encontrar P(—2).
Calcular por el teorema del resto el resto de la division:
P(x):Q(x)
P(x)=x*-3x2+2 Qx)=x-3
1 0 -3 0 2
3 3 9 18 54
1 3 6 18 |56

P(3)=3%-3-32+2=81-27+2=56

Teorema del factor

§EI polinomio P(x) es divisible por un polinomio de la forma (x + a) si y sé6lo si P(+a) = 0. %

§Si P (a) =0, al valor x = a se lo llama raiz o cero del polinomio P(x). Si a es raiz de un
ipolinomio entonces (x — a) es un factor de dicho polinomio.

P(x)=x*>—-5x+6
P(2)=2?2-52+6=4-104+6=0
P(3)=32-53+6=94+154+6=0
P(4)=4*-54+6=16—-20+6 =2

x = 2; x = 3 son raices o ceros del polinomio: P(x) = x> — 5x + 6, porque P(2) =0y

P(3) = 0. Porello (x — 2) y (x — 3) son factores del polinomio P(x) = x? — 5x + 6.
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Para x = 4 P(4) # 0 entonces x = 4 no es una raiz o cero del polinomio P(x) = x? —
5x + 6.

~ . ACTIVIDADES DE
" APRENDIZAJE

¢La regla de Ruffini se puede aplicar para la division de dos polinomios cualesquiera?

2. ¢Sidada la division entre polinomios y es aplicable la regla de Ruffini, entonces se puede aplicar
también el teorema del resto?

3. Indique cudl es la condicion que debe cumplirse para identificar si un valor a es raiz de un

polinomio.

Raices de un polinomio

1. Losceros 0 raices de wun polinomio sondivisores del término
independiente del polinomio.

2. A cada raiz del tipo x = a le corresponde un binomio del tipo (x - «) .(Recuerde
el Teorema del Factor)

3 Podemos expresar un polinomio en factores al escribirlo como producto de
todos los binomios del tipo (x-a), que se correspondan a las raices, x = a ,
que se obtenganP(x) = x2 — 5x + 6 = (x — 2)(x — 3).

4. Lasuma de los exponentes de los binomios ha de ser igual al grado del
polinomio.

5. Todo polinomio que no tenga término independiente admite como raiz x =
0, o lo que es lo mismo, admite como factorx .

x’+x=x(x+1)

Raices:x =0y x =—-1

Ejemplo:
e P(x)=x*-—x-—6,susraicessonx =—-2; x =3
P(-2)=(-2)2—(-2)—6=4+2—-6=0
P3)=32-3-6=9-3-6=0

Entonces podemos rescribir P(x) como: P(x) = x* —x — 6 = (x + 2)(x — 3).

Identidades notables
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El siguiente cuadro resume algunas identidades notables que luego vamos a utilizar.

Binomio al cuadrado (a + b)? = a? + 2ab + b?

Identidades Notables

(5x +2)% = 25x% + 20x + 4

Diferencia de cuadrados (a+b)(a—->b) =a%—b?

(Bx+2)(3x—2) =(9x* — 4)

Binomio al cubo (a £ b)® = a® +3a?b + 3ab? + b3

(x+3)3=x3+9x2 +27x + 27

PAUSA. Es conveniente que realicemos una pausa.

Pausa de Recapitulacién

1. ¢Cuando dos términos son semejantes?
2. Vuelva al Capitulo 1 transcriba las propiedades que analizamos de la potenciacion.
3. Confeccione un cuadro con los productos notables tratados.
4. Transcriba las reglas para dividir dos polinomios.
5. ¢Laregla de Ruffini es dtil para dividir dos polinomios cualesquiera?
6. Defina Teorema del resto.
7. Defina Teorema del factor.
8. ¢ A qué definimos como raices de un polinomio?
9. Liste las identidades notables tratadas y desarrolle un ejemplo de cada una.
m Actlvidad de Froducclon
6. Dados P(x)=3x+5x%2+3;Q(x) =—-2x%R(x) =x%+x3, calcular las
operaciones que se solicitan.
Orden Operacién Resultado
a. P(x) + Q(x)
b. —Q(x) —R(x) + P(x)
C. 2.P(x) +5
d. —5.Q(x) +3.P(x)
e. 2P(x) +3.Q(x) — 2.R(x)
f. P(x)
Q)
g. R(x)
Q)
h. 5.R(x) +2x + 3
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i —2.P(x) — 3.Q(x)

7. Resolver los siguientes productos.

Orden Operacion Resultado
a. (x+3)(x—3)
b. x+1DR2x—-1)
C. (x+1/3)(x—1/3)
d. (x +5)2
e. (2x — 3)?
f. (=5x + 1)?
g. (x+1)3
h (3x +5)3
i (—2x + 1/2)3

8. Resolver las siguientes divisiones.

Orden Operacion Cociente Resto

(5x3 +3x%2 +x):x

I U R I
G L L I

(x3—2x24+3x—6)(x+3)
(Bx5 +x2+7): (3x? — x)
(—x+ x5 —=3x*+2x3 —x? + x + 2): (x? — x)

n. (Bx* —x% —3x%+6x—2):(2x> —x + 4)

9. Efectuar las siguientes divisiones aplicando Regla de Ruffini.

Orden Operacion Cociente Resto
a. (x3 —3x% +2x — 5): (x — 3)
b. (x3—2x2+x—3):(x+1/2)

24



Guia de Aprendizaje de Expresiones Algebraicas

B+ 1):(x—-1)
(x* —81): (x + 3)

o 20

x® +a®):(x+a)

f. (x® —3x3 + 2x% — 15): (x + 2)
(13x%2+4):(x — 1)

(Bx* —2x3 +4x2 +3x — 1): (x — 3)

o «Q

i (x3+5x+2):(x+1/2)

10. Encontrar el valor de a para que los siguientes polinomios sean divisibles.

Orden Operacion Cociente Resto Valor de a
a. (2x3 —x% +5x — a): (x + 1/5)
b. (x2+ax+2):(x—2)
C. (Bx®+a):(x+1)
d. (x3 + 12x% 4+ 9ax + 16): (x + 3)

11.En los siguientes ejercicios aplicar el Teorema del resto.

Orden Operacion Resto
a. (x3 —3x%+2x—5): (x — 3)
b. (x3—2x2+x—3):(x+1/2)
C. B+ 1):(x-1)
d. (x* —81): (x +3)
e. x®+a®):(x+a)
f. (x5 = 3x3 4+ 2x2 — 15): (x + 2)
g. (13x%2+4):(x — 1)
h. Bx*—2x3 +4x? +3x — 1)(x — 3)

. (x3+5x+2):(x+1/2)

Estamos en condiciones de continuar.

Factorizacion

Factorizar es descomponer una expresion en factores que multiplicados entre si dan como
producto la expresion de partida.

Por ejemplo, si multiplicamos apor (a + b)tenemos:

a(a + b) = a*? + ab (Hemos aplicado la propiedad distributiva del producto respecto

de la suma.
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Por lo tanto a y (a + b)son factores de a? + ab.
Otros ejemplos:
» (x+2)(x+3)=x%+5x+6, entonces (x +2)(x +3) son factores de x?+
5x + 6.
* A x?—x—6 lo podemos factorizar de la siguiente forma: x?—x—6=
(x+2)(x—-3)

* x(x+ 1) =x%+ x entonces podemos afirmar que x(x + 1) son factores de

x? + x.

Factorizar un monomio

gFactorizar un monomio consiste en descomponer en factores los factores de este. ?

Ejemplo:

* Factorizar 25a?b, estd compuesta por 3 factores 25, a®? y b. A 25 lo podemos
descomponer en 55 a a? lo descomponemos en a.a y a b no lo
descomponemos porque esta en su minima expresion por lo tanto 25ab =
55.a.a.b.

» 3x%y%z=3.x.x.y.y.2Z

 6w3xy? =23.w.w.w.x.y.y

Factorizacion de un polinomio

Para factorizar polinomios estudiaremos 6 casos a saber:
I.  Factor coman.
[I.  Factor comun por grupos.
[ll.  Trinomio cuadrado perfecto.
IV.  Cuatrinomio cubo perfecto.
V. Diferencia de cuadrados.

VI. Sumay diferencia de igual exponente.

| Caso: Factor comun

FAVAVAVAVAVAV AV AV AVAVAVAVAVAV AV AV A VA A VAV a VeVt e Ve Ve VeV VaVaVavavava Ve VaVavava vt

El primer caso de factoreo se aplica a polinomios que en todos sus términos tienen un factor
comun que puede ser un coeficiente o una variable.

B T T T Y A A AV " "
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Procedimiento:

1. Observar los coeficientes de cada término del polinomio y las variables de cada
término. Si algun coeficiente o variable estd contenido en cada uno de los
términos entonces decimos que el coeficiente y la variable observada son
factores comunes de la expresion.

2. Expresamos el polinomio dado como factor del coeficiente y variable comun
encontradas por el polinomio que resulta de dividir cada uno de los términos

por el factor comun encontrado.

Ejemplo:

* Factorizar 16x%2+32x —2x3+4 como podemos observar todos los
coeficientes son multiplos de 2, y observando las variables estas no estan
presentes en todos los términos por lo que el factor comidn de esta expresion
es 2, procedemos a factorear 16x2 + 32x — 2x3 + 4 = 2(8x% + 16x — x3 + 2).

» Factorizar 6x* + 3x3 + 9x% 4+ 12x, observando los coeficientes podemos ver
gue todos son multiplos de 3 y observando las variables todos los términos
tienen en comun x, factorizamos 6x* + 3x3 + 9x2 + 12x = 3x(2x3 + x? + 2x +
4).

* 3x2y3+ 7x3y? + 11x”y, no observamos factor comln entre los coeficientes y
entre las variables se observa que todos los términos presentan a las variables
x ey, por lo tanto, son factor comun y las elegimos en su menor exponente por

lo que 3x2y3 + 7x3y?2 + 11x7y - x%2y(3y? + 7xy + 11x°) .

Il Caso: Factor comun en grupos

WMmos observar que el polinomio tenga al menos %
¢4 términos y que la cantidad de términos de la expresion sea par. Identifico primero los
‘términos gue tiene factores comunes y agrupo de tal manera de establecer grupos de igual §
%nﬂmero de términos. Se factorean dichos grupos y luego se aplica de nuevo el primer caso de
gfactoreo. §

Procedimiento:
1-Separamos el polinomio agrupando en partes que contengan igual cantidad de
términos y en los cuales he identificado los factores comunes.

2- Extraemos el factor comin de cada una de las partes.
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3- Elegimos factor comudn la expresion que nos queda entre paréntesis de cada una
de las partes (todas las expresiones deben coincidir en caso contrario revisar la

aplicacion del caso).

Ejemplo:

* Factorizar 25xy — 10x3 + 15y — 6x2, los dos primeros términos 25xy — 10x3
tienen como factor comun 5xy los dos segundos términos tienen como factor
comun 3por lo tanto nos queda 5x(5y — 2x2) + 3(5y — 2x2), ahora si elegimos
el factor entre paréntesis podemos aplicar el primer caso y nos queda
(5y — 2x%)(5x + 3).

= 2mx + 2my + 6m + nx + ny + 3n, podemos separar los terminos 2mx + 2my +
6m que tienen como factor 2m y los restantes nx + ny + 3n que tienen como
factor comdn n. Asi obtenemos 2m(x + y + 3) + n(x + y + 3). Aplicando el 1°
caso queda (x + y + 3)(2m + n).

* 10am?xz — 15bm?xz + 10ax — 15bx — 8am?yz + 12bm?yz — 8ay + 12by. Este
polinomio tiene mas de 4 términos y no puedo aplicar el 1° caso de factoreo.
Observamos y vamos a agrupar de tal manera que podamos reunir la mayor
cantidad de factores comunes. Obtenemos 5m?xz(2a — 3b) + 5x(2a — 3b) —
4m?yz(2a — 3b) — 4y(2a — 3b). Al aplicar el 1° caso obtenemos (2a-—
3b)(5m?xz + 5x — 4m?yz — 4y). Si observamos el 2° factor de la expresion
podemos ver que existen factores comunes por grupos por lo que debemos
factorizar y nos queda (5am?xz+ 5x —4m?yz—4y) - 5x(m?z+1) —
4y(m?z +1) » (m?z + 1)(5x — 4y). Al remplazar el Ultimo polinomio en la

expresion anterior obtenemos: (2a — 3b)(m?z + 1)(5x — 4y)

lll Caso: Trinomio cuadrado perfecto

gEste caso se puede aplicar cuando el polinomio a factorizar tiene 3 términos y que sea
%equivalente a un binomio elevado al cuadrado, asi podremos escribir el trinomio como un
?binomio al cuadrado. Recordemos la férmula del binomio al cuadrado (a + b)? = a? + 2ab +
{b2.

RV AV SV v Avavavaval

Procedimiento:

1- Observar la que el polinomio solo tenga 3 términos.
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2- Reconocer los cuadrados perfectos, estos términos no pueden tener un signo

negativo adelante, recordemos que las bases las podemos obtener al aplicar la

Va2y a+/b?, hasta aqui hemos obtenido las posibles bases del trinomio.
3- Obtener el doble producto de las bases correspondientes y observar si el
término obtenido se encuentra presente en el polinomio.

4- Factorizamos como el cuadrado del binomio de las bases encontradas.

Tener en cuenta:
@ Si el doble producto que figura en el trinomio dado es positivo, entonces las
bases del Cuadrado del Binomio tendréan las dos el mismo signo.
@ Si el doble producto que figura en Trinomio dado es negativo, entonces las bases

del Cuadrado del Binomio tendran signos opuestos.

Ejemplo:

* Factorizar x? + 10x + 25. Como podemos observar las bases al cuadrado
pueden ser x y 5, por lo que debemos averiguar si el doble producto de las
bases esta en el polinomio, en nuestro caso el doble producto de las bases es
10x y esta presente en el polinomio dado por lo que podemos factorizar de la
siguiente forma x2 + 10x + 25 = (x + 5)2.

* 4x2+ 12xz + 922, nuestras bases en este caso son 2x y 3z, al hacer el doble
producto obtenemos 12xz que esta presente en el polinomio por lo tanto
factorizamos 4x2 + 12xz + 9z%2 = (2x + 32)2.

= x%-2xy?+y* en este caso las bases son x e y?y el doble producto de las
bases es 2xy? pero como observamos estd, pero con signo negativo por lo

tanto x? — 2xy? + y* = (x — y?)2.

IV Caso: Cuatrinomio cubo perfecto

Para aplicar este caso debeos asegurar que sea un polinomio de 4 términos equivalente a un
cubo de un binomio. Recordemos que el cubo de un binomio es (a + b)? = a® + 3a%b +

§3ab2 + b3. §

Procedimiento:

1- Observar que el polinomio dado tenga 4 términos.
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2- Reconocer los cubos perfectos, recordemos que podemos aplicar Ya3 y
Vb3para encontrar las bases.

3- Encontrar el triplo de una base al cuadrado por la segunda base y el triplo de
una base por la segunda base al cuadrado. Si estos términos se encuentran en
el polinomio, entonces podemos continuar, caso contrario no se puede aplicar
este caso de factoreo al polinomio dado.

4- Factorizamos al polinomio dado como cubo de un binomio.

Tener en cuenta:
@ Si los dos términos correspondientes a los triples productos son positivos,
entonces las bases del cubo del trinomio seran de signo positivo.
@ Si los dos términos correspondientes a los triples productos tienen signos
opuestos, entonces las bases del trinomio del binomio tendran signos

opuestos.

Ejemplo:

» Factorizar 8x3 + 36x2 + 54x + 27, las bases pueden ser 2xy 3. Entonces el
primer triplo debe ser 3.(2x)%2.3 =36x%? y el segundo triplo debe ser
3.(2x)(3)? = 54x, como ambos términos estan presentes en el polinomio dado
podemos decir que 8x3 + 36x? + 54x + 27 = (2x + 3)3

» x®—12x*+ 48x? — 64, las bases pueden ser x? y —4, por lo tanto, el segundo
término del Cuatrinomio debe ser 3(x?)?(—4) = —12x* el tercer término debe
ser 3(x2)(—4)? = 48x%como estan presentes podemos decir que x° — 12x* +
48x% — 64 = (x? — 4)3.

. —66+13153§n3 — znzm + 6nm? — 8m3, las bases pueden ser 3’%n3 = %n y

2 _
¥—8m3 = —2m, el segundo término 3 Gn) (—=2m) = f’nzm = —gnzm, el

tercer término debe ser 3(%11) (—2m)? = 6m?como estan presentes estor

3
L, . o 1 3 1
términos podemos escribir que §n3 - Enzm + 6nm? — 8m?3 = (En - Zm) .

V Caso: Diferencia de cuadrados
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Para reconocer el 5° caso el polinomio solo debe tener 2 términos, cada uno de los términos
deben ser cuadrados de alguna base y el signo que relaciona las bases debe ser negativo. El
%50 caso se basa en el producto notable a? — b* = (a + b)(a — b)

Procedimiento:

1. Observar que el polinomio dado posea 2 términos con signos opuestos.

2. Determinar las bases correspondientes a los cuadrados perfectos.
Recordemos que aplicando Va2 = a obtenemos la primera base y Vb2 = b
podemos encontrar la segunda base.

3. Sipodemos encontrar las bases de cuadrados perfectos, entonces expresamos
las mismas.

Ejemplo:

» Factorizar 4a* — 16b®, nuestras bases pueden ser V4a* = 2a2 y V16b° = 4b3
por lo tanto 4a* — 16b° = (2a? — 4b3)(2a? + 4b3).

» x*—-16, es este caso las bases son x? y 4, por lo tanto x*—16=
(x? —4)(x? + 4).

» 9x6—1, las bases son V9x®=3x3 y V1 =1, entonces 9x6 —1 = (3x3 —
1)(3x3 + 1).

B Avave

VI Caso: Suma o resta de potencias de igual exponente.

§Este caso de factoreo se puede aplicar para polinomios de dos términos cuyos términos
éestén elevados a una misma potencia. Es decir, este caso se aplica para polinomios de la
:forma P(x) = x* + nk.

2

Para este caso vamos a utilizar para factorear la Regla de Ruffini, debiendo encontrar
el binomio de la forma (x + a) para poder aplicarla. Para poder encontrar el binomio
(x + a) vamos a tener en cuenta el siguiente esquema:

Cuando K es un numero impar

{— si el signo es (—) dividimos el polinomio por (x — b)
— si el signo es (+) dividios por el polinomio (x + b)

Cuando K es un numero par
{— si el signo es (—) dividimos el polinomio por (x — b) 6 (x + b)
— si el signo es (+) No podemos factorizar el polinomio
Ejemplo:
31
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» Factorizar x° + 25, como el exponente es impar y el signo que une los términos
es positivo entonces debemos aplicar la Regla de Ruffini dividiendo al polinomio
dado por (x + 2)

1 0 0 O 0 32
-2 -2 4 -8 16 -32
1 -2 4 -8 16| O

Por lo tanto, podemos factorizar x° + 25 = (x* — 2x3 + 4x2 — 8x + 16)(x + 2)
= x3—23 como el exponente es impar y el signo es negativo entonces debemos
aplicar la regla de Ruffini dividiendo al polinomio por (x — 2)
1 0 0 -8
2 2 4 8
1 2 4 0

Entonces x3 — 23 = (x2 + 2x + 4)(x — 2).
* x%+4 7% en este caso los exponentes son pares y el signo es positivo por lo

tanto no podemos factorizar el polinomio.

Realicemos una pausa.
PAUSA.

Pausa de Recapitulacion

1. Confeccione un cuadro donde indique la cantidad de términos que deben ser

tenidas en cuenta para la aplicacion de cada caso de factoreo.

Introduccion a Expresiones Algebraicas Racionales

., . . P
Una expresion algebraica racional es aquella de la forma: Q—’; , con P(x) y Q(x)

polinomios y Q(x) distinto del polinomio nulo.
Ejemplo:

x%-4 x*-1
’ 4x5

. . . . 8
e Ejemplo de expresiones algebraicas racionales: T

. . . -1 x2-1
e No son ecuaciones irracionales: XT; X —:;3x—5cosx;vVx+1

Simplificacion de Expresiones Algebraicas Racionales
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Simplificar una expresién racional consiste en utilizar la regla de cancelacion, de ser posible,
para eliminar todos los factores comunes del numerador y el denominador.

Ejemplo:

@-9)@+3) _ [-Dja+3) _ x+3
(x+2)(x-4)  (x+2)[(x—4)|  x+2

Factor coman en este ejemplo es x — 4.
e Para poder identificar los factores comunes el numerador y el denominador

deben estar factorizados.

x*—3x-10 [(x+2)|x-5) x-5
x2+5x+6 (x+3) x+3

Solo se puede eliminar un factor del numerador con uno del denominador.

1. Factorizar completamente el numerador y el denominador.

2. Cancelar (x + 2) ya que este es el factor comun.

e (Se simplifica un polinomio que esta elevado al cuadrado)

xZ-6x+9
5x—15
(x—3)% _
5(x—3)
(x-3)2
T3]
(x-3)

5

En este caso hemos aplicado el 3° caso de factoreo para reducir un polinomio al
cuadrado y en el denominador el 1° caso de factoreo. Esto nos ha permitido

simplificar uno de los factores del numerador con uno del denominador.

x2-6x+9 _ (x—3)(x—3) _ x-3
x2-2x-3 (x-3)(x+1) x+1

E Actlividad de Froduccién

12.Factorear utilizando el primer caso de factoreo.

Orden Operacion Factores
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a. 15a%b® + 5a%b? - 25a*b® + 10a°h°y
b. 4x? + 16 X7 - 28 x°

c. 18a%b + 9/2 abc - 27ab*

d. 7/13a%b%c + 7 a®xb? + 14/5 a’x°bc
e. 0,16a%b? + 2/5 a*b® - 0,32a%h®

f. 1/2x%y? +3/2 x*y* -1/2 x8y®

13. Factorear utilizando el segundo caso de factoreo.

Orden Operacion Factores
a 2ax + 2bx - ay + 5a - by + 5b
b. 15a? -3 am - 3/2a -5ax + xm + 1/2x

9a%x - 3ax? +15a -5x + 6am -2mx

6b & - 2 b°x? + 2/3b*3 -5/3 x” + 5bx® - 15b%x*

16 amx - 8amy +2x-y

=l @o| 2| o

am-an+ax -bn+bm+bx—cm-cx+cn

14.Factorear utilizando el tercer caso de factoreo.

Orden Operacién Factores
a (x+2)2
b. (a+b)?
C. (1/2x® +3m?n )?
d. (4-x)?
e. (r/2 —s)?
f. (1/3an®- 0,64 m?)?
15. Factorear utilizando el cuarto caso de factoreo.
Orden Operacion Factores
a (x+y)?
b. (2a- 3b)3
C. (m3+2n)3
d. (p+h*)3
e. (x/3-a)
f. (1/2m2x-5)3

16. Factorear utilizando el quinto caso de factoreo.
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Orden Operacion Factores
a. 9ht - 2532
b. 1/4b%a? - 1/81 xn’
c. 144 - 49m®
d. 100b % - 9/49 x*
e. 1/36 a’x® - 16 m?
f. 4/49 b8 - 121 x°
17.Factorear utilizando el sexto caso de factoreo.
Orden Operacion Factores
a x5+ a°
b. 1+a’
c. 27 + x3
d. ad - 32x°
e. x4 - 1/16a%*b*
f. a*- b*c*
18.Factorear.
Orden Operacion Factores
a 3ax? + ax
b. x?+ax - bx-ab
C. -22-22
d. y?>-az+bz-ab
e. ay - a%y?
f. 1/4x2% - x 4
g. -2y2+4y-2
h. a®-m?3
i -y 4+ 81
J- (x-y)-y
k. a’-8a+15
l. Y2+ 7y +12
m. x3+3x%2+ 3x+ 1
n. -3y?-1+3y+y3
0. b* + 16b *+ 64
p. (a-1)*-1
g. -X%+b?
r. y4*-3y2+2
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19.Combinar sucesivamente casos de factoreo.

Orden Expresién Resultado
a. 12x%* -3
b. 5z3m* — 80z3
C. x6—1
d. By —4x3 —y* +4
e. 4a* + 6a®b + 3a*b?
fl 3., 9, 9
8a x—4a x+2ax—3x
g 2x7y — 12x5y? + 24x3y3 — 16xy*
h. a*m?> —m? +a*n—n
i 3a®b* — 6a3b? + 3a3 + 24b* — 48b? + 24
i 3
J- 3x% +3x+
K. 5a’b* + 125b%x® — 50ab®x*
l. x6—3x*+3x2 -1
m. ad—a*-a+1
n. a*m— b*m —a’*n+ b*n
0. 5m3 + 5m
20. Simplificar empleando casos de factoreo.
Orden Expresién Resultado
a. 2a?
4a% — 4ab
b. 4x%y3
24x3y3 — 36x3y*
C.
d. 8a® — 27
4a’> +12a+9
e. a3 —25a
2a3+12a+9
f. 2xy —2x+3 -3y
18x3 + 15x% — 63x
g. 3x? —12x — x’y + 4y
x* —5x3 — 14x2
h. (a®? —1)(a? +2a—13)
(a? —2a+ 1)(a? + 4a +3)
i x®+x2—-5x+3
x*+x3—2x2+9x—9
j. a’?—a-20
a’?—7a+10
k. x}+3x2-4
x3+x2—8x—12
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l. x5 -y (x+y)
(3 -y (a3 + 2%y + xy* + %)

m. m—am+n—an
1—-3a+3a%2—a3
n. (x — 4y)?
x5 — 64x2y3
0. 10a?(a® + b%)

6a* — 6a3b + 6a%b?

21.Simplificar.
Orden Expresion Resultado
a. x%-4
3x—6
b. x%-9
x+3
C xX—4
x2-16
d x%-6x+9
5x—15
e 6x—18
8x+16
f Exz+%x
1 1
ERRET)
g. x3+6x2+12x+8
x3+4x2+4x
h. x%+10x+25
x2-25

Llegamos al final.
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Autoevaluacion

1) Dados P(x* —3x2 4+ 5x — 3), Q(x) = x? — 7x + 5, R(x) = x — 24Cuél de las
siguientes afirmaciones es valida?

A) P(x)—Q(x) =x*—2x? —
2x+2

B) P(x)+ Q(x) =x*—2x2—
2x + 2

C) P(x).Q(x) =x*—2x%—2x+
2

2) Dados P(x* —3x%2 + 5x — 3),Q(x) = x?2 — 7x + 5, R(x) = x — 24Cual de las
siguientes afirmaciones es valida?

A) P(x)—Q(x) =x*—2x%—
2x +2

B) Q(x)—P(x) = —x*+4x? —
12x +8

C) Q(x).P(x)=x*—2x%—-2x+
2

3) Dados P(x* —3x2 + 5x — 3), Q(x) = x? — 7x + 5, R(x) = x — 2¢Cuél de las
siguientes afirmaciones es valida?

A) P(x):Q(x) = x* —2x? —
2x +2

B) Q(x):P(x) =4x2—-12x+8

C) Q(x):R(x)=x-5

4) Dados P(x* —3x? + 5x — 3), Q(x) = x> — 7x + 5, R(x) = x — 2;Cual de las
siguientes afirmaciones es valida?

A) P(x):R(x) =x3+2x* +
x+7

B) P(x):Q(x)=4x*>—-12x+8

C) R(x):Q(x)=x-5

5) Elresto de dividir P(x) en R(x) es

A) 11

B) -11

C) 5

6) El cociente de dividir P(x) en Q(x) es:

A) x2+7x+41

B) x+5

C) —x*—7x—41

7) Elresto de dividir P(x) en Q(x) es:

A) 257x —208 B) —257x + 208 C) x-5
8) Elresto de dividir Q(x) en R(x) es:
A) x2+7x+41 B) 5 C) 5

9) Laexpresion factorizada de x? — 36, es:
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A (x+9)(x—-9) | B) x—62 | 0 (x—6)(x+6)

10) La expresion factorizada de x? + 9, es:

A (x+3)(x—3) | B (x+3)? | C) No se puede factorizar

11) La expresion factorizada de x> — 32, es:

B) (x—2)(x*+2x%+

2 C) No se puede factorizar
4x* + 8x + 16)

A (x—-5)(x+5)

12) La expresion factorizada de x? + 8x + 16, es:

A (x+4)? | B (x—4)? | 0 (x2+4%)

13) La expresion factorizada de x2 — 10x + 25, es:

A) (x+5)? | B) (x—5)? | C) (x®2+5?%)

14) La expresion factorizada de x3 — 12x3 + 8x2 — 8, es:

A) No se puede factorizar
por el 4° caso

B) (x—2)3 C) (x+2)3

15) La expresion factorizada de 4a + 4b + xa + xb, es:

A) No se puede factorizar
por el 2° caso

B) (a+b)4+x) C) 4+x)(a—Db)
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Introduccion

En el Capitulo 1 hemos abordado el tema NUumeros Reales, en el 2 Expresiones Algebraicas y
en este capitulo nos introducimos en el mundo de las Ecuaciones.

¢ Cémo comenzamos este nuevo capitulo? Comenzamos este nuevo capitulo de una manera
distinta. Te proponemos revises algunos de los contenidos del capitulo anterior, ellos son:

e Expresiones Algebraicas

Términos Algebraicos

Términos semejantes

Monomios y polinomios

Partes de un monomio

Polinomio

Polinomio de una variable real

Ademas de revisar conceptos, nos introducimos en los temas a tratar en este nuevo capitulo en el cual te
proponemos desarrollar Ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones lineales y ecuaciones cuadraticas.

Comencemos:

Igualdad y Ecuaciones

Varias expresiones numeéricas o algebraicas relacionadas entre si con el signo igual (=) le
Illamaremos igualdad.

Algunas igualdades podrian ser:
96-4=13
7.10% = 7000
(a+b)? = a? + 2ab + b?

o x+-=24
Estas igualdades no tienen el mismo caracter. Para empezar, las igualdades pueden
ser ciertas o falsas: la igualdad numérica a)es falsa, pero la b)escierta. lLa igualdad
algebraica c) es cierta para cualquier  valor deay b; sin embargo, la
igualdad d) es cierta (decimos que se verifica) para x =21y para cualquier otro valor de x es falsa.
Por tanto, hay igualdades de dos tipos:

Son identidades aquellas expresiones que se verifican siempre, tanto si son numeéricas o
algebraicas.

Situacion 1
3-2-1=0es una identidad numérica.
Situacion 2
(a-b).(a+b)=a%-b? es una identidad algebraica.

Ahora estamos en condiciones de definir Ecuaciones Algebraicas:

Una ecuacion es unaigualdad entre dos expresiones algebraicas que se satisface para
determinados valores de sus variables [lamadas incognitas. El valor de la incognita que
verifica la ecuacion se llama solucion o raiz de la ecuacion.

Situacion 1
La ecuacion ﬁ = 2x esuna ecuacion que se verificaparax =2y x = —1.

Situacion 2
La ecuacion:y — x = 1se verifica para una infinidad de parejas de numeros:y =3, x =2;y =4
,x=3,;,y=10,x = 9; etc.

Situacion 3
Six+1=2
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Analicemos como se comporta esa igualdad si reemplazamos a x por 0, 0+1=2->1 # 2,
entonces estamos frente a una ecuacion porque no se verifica la igualdad para cualquier valor que
tome la variable.

Si reemplazamos a x por 1, 1+ 1 = 2, entonces la igualdad se verifica para x = 1, por ello
podemos afirmar que esta igualdad nos es una identidad es una ecuacion.

Situacion 4
Enx+7=10
No se verifica para cualquier valor de x, solo se verifica cuando x = 3, por lo tanto, es una
ecuacion.

Situacién 5

x? —x — 6 = 0. es una ecuacioén que solo se verifica parax = -2y x = 3.

Partes de una ecuacion

En una ecuacion podemos distinguir:

Miembros: son cada una de las expresiones que aparecen a los lados del signo igual.

Términos: son los sumandos que forman los miembros.

1° miembro 2° miembro
2x+3=3x+2

Términos

Las incognitas son las variables que aparecen en la ecuacion.

Las soluciones son los valores que pueden tomar las variables para que la igualdad sea
verdadera.

Situacion 1
Enx+7=11
Primer miembro: x + 7
Segundo miembro: 11
Términos: x,7,11
Incognita: variable x
Solucion: x = 4

Situacion 2

x2—x—-6=0

Primer miembro: x> —x — 6
Segundo miembro: 0
Términos: x2,—x,—6,0
Incognita: variable x
Solucion: x = —2;x =3

Forma general de una ecuacioén de grado n

La forma general de una ecuacién algebraica de grado n, en donde n es natural es:

H apx™ + a;x" 1+ a,x" %+, +a,_x+a,=0
donde:
ay, aq,a,,...,a,_1,a, son los coeficientes (nimeros reales),
Si a, # 0; el grado de la ecuacion es n, y a, es el coeficiente principal,

a, es el término independiente.
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Situacion 1
5x3—-2x2+3=0
Es una ecuacion de grado 3.
Coeficiente principal 5.
Término independiente 3.
Situacioén 2
x2+2x—1=0
Es una ecuacion de grado 2.
Coeficiente principal 1.
Término independiente -1.
Situacion 3
x*=5x=0
Es una ecuacion de grado 4.
Coeficiente principal 1.
Término independiente 0.

Tipos de ecuaciones seglin su grado

Segun su grado las ecuaciones pueden ser:

De primer grado o lineales: Son las ecuaciones que tienen por forma general ax + b = 0 con a, #
0.

De segundo grado o cuadraticas: Son las ecuaciones que tienen por forma general ax? + bx + ¢
con agy # 0.

De tercer grado o cUbicas: Son las ecuaciones que tienen por forma general ax® + bx? + cx + d
con agy # 0.

De grado n: Son las ecuaciones que tienen por forma general agx™ + a;x* ! + a,x" 2 +... +a,_;x +
a, =0con a, # 0.

Situacion 1
= Son ecuaciones de primer grado:
3x+1=
Sx=x+1
x—3x+1=
Situacion 2
= Son ecuaciones de segundo grado:
x2 =4
3x2+3=3
x> +2x+1=0

Situacién 3
= Son ecuaciones de tercer grado:
y3+2yP+y=1
x}+1=10
3x3+2x2+x+5=0

Situacion 4
» Son ecuaciones de cuarto grado:
x*+3=6
zY+z23—z=60
x* =16

Reglas para tener en cuenta para resolver ecuaciones

Para resolver una ecuacién debemos tener en cuenta las siguientes reglas:

HRegIa 1: Si con cantidades iguales se verifican operaciones iguales los resultados seran iguales. H
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Regla 2: Cualquier término se puede pasar a otro miembro, pero este pasa con el signo opuesto,
es decir: un término sumando pasa restando y un término multiplicando pasa dividiendo y
viceversa.

Regla 3: Términos iguales con signos iguales en distintos miembros pueden simplificarse.

Regla 4: Los signos de todos los términos de una ecuacion pueden cambiarse sin que la ecuacion
sea alterada.

Situacion 1
» Sealaecuaciéon5x +1=0,
Si restamos a ambos miembros -1, no se altera la igualdad
5x+1—1=0-1ytenemos que 5x = —1.
Si multiplicamos ambos miembros por % no se altera la igualdad, y obtenemos §5x = —1?,

. e 1 . e -z
simplificando queda x = —» con lo que obtuvimos el valor que verifica la ecuacion.

Todas estas reglas nos seran de utilidad para resolver ecuaciones.

PAUSA. Es conveniente que realicemos una pausa.

Pausa de Recapitulacion

A qué llamamos igualdad?

¢,Cudles son los tipos de igualdades?

Defina Ecuacién Algebraica.

¢, Como se llama al valor que verifica una ecuacién?

¢, Cuales son las partes de una ecuacion?

¢, Cual es la forma general de una ecuacién de grado n?

Proponga un cuadro que sintetice los tipos de ecuaciones segun su grado.
¢, Cuales son las reglas para tener en cuenta para resolver ecuaciones?

©ONoOrWNE

Actividades Obligatorias
1. Dadas las siguientes igualdades indicar cuales corresponden a identidades y cuales a ecuaciones.

Orden Igualdad Identidad Ecuacién
a. —x?—4x+12=0
b. x=2
C. 5=4+1
d. 3x =2x—x
2 x—12x+5=3 —11x
+2
f. 5=4x+2
g. 6=x
h. 7x+1=3+8x—x—2
i. y=4x+1
2.  Completar el cuadro.
Orden Ecuacion Grado “rincipal | independiente
3x+1=0
—5x2=0

x3—x—-6=0
x*—2x+6=0
x5 —7x*=0
6x3+2x2-3x+7=0
—9x° =0

Col Bl KCH o N Bl B+
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h. —x249%x—-4=0
. X0 _x*199=0

Seguramente no tiene dificultades al revisar y realizar estas actividades. Entonces siga.

Continuamos con los siguientes temas...

Ecuaciones de primer grado con una variable

Una ecuacion de primer grado puede expresarse de laforma ax + b = 0, dondea = 0y su
a2 z -b
solucién estad dada por x = -

Situacion 1

= —2x+ 3 =0, lapodemos resolver aplicando definicion, y su solucion esta dada por x = %
Situacion 2

" x= % es la solucion de 6x —3 = 0.

Situacién 3
= Encontrar el valor de x parax +5 =0 es x = —5.

Para resolver operaciones combinadas que involucran ecuaciones de primer grado con una incégnita
debemos tener en cuenta las siguientes reglas:

1. Se suprimen primero los signos de agrupacion (llaves, corchetes y paréntesis).
2. Se efectuan las operaciones indicadas, si las hay.

3. Se hace pasaje de términos, reuniendo en un solo miembro todos los términos que contengan
laincognitay en el otro miembro todas las cantidades conocidas.

4. Se reducen términos semejantes en cada miembro.

5. Se despeja la incognita dividiendo ambos miembros de la ecuacién por el coeficiente de la
incognita.

Situacion 1
» Resolverlaecuacion 7x +1=x+5+3—-1
Aplicoregla2: 7x+1=x+7
Aplicoregla3: 7x —x=7 -1
Aplicoregla4: 6x =6
Aplico regla 5: gx = g ->x=1

Situacion 2
» Resolver3x —(2x—1)=7x—(3—-5x)+ (—x + 24)
Aplicoreglal:3x —2x+1=7x—-34+5x —x + 24
Aplicoregla2: x + 1 =11x + 21
Aplicoregla3: x —11x =21 -1
Aplico regla 4: —10x = 20
. -10 20
Aplico regla 5: X T X = 2
Situacion 3
= Resolver —8x =3

. -8 3 3
Aplico regla 5: X=X =

10
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Ecuaciones que carecen de soluciodn

Intentemos resolver las siguientes ecuaciones:
o x—3=2+4x

x 3x
[ ] - =1- —_
2 x+2

Situacion 1
x—3=2+x
x—x=2+4+3
0=
Situacion 2
x—l +
2= T
x+ 3x_1
2 YT T
x+2x—3x_
> =
0—
5=
0=

En el primer caso obtenemos la expresion 0 = 5y en el segundo 0 = 2. Estas ecuaciones no
son verdaderas independientemente del valor que toma la variable x. Por ello diremos que
en estos casos la ecuacién no tiene solucion.

Si en ambas ecuaciones conseguimos que el segundo miembro sea 0 y simplificamos todo lo
posible, obtenemos: -5 =0y -2 = 0. Se observa que "desaparece" la variable x, y por ello, no
podemos obtener algun valor que verifique la ecuacién.

Ecuaciones con infinitas soluciones

Intentemos resolver las siguientes ecuaciones:
® 2x—1=3x+3—-x—4

X_x_Xx
2 3 6
Situacion 1
2x—1=3x+3—-—x—-4
2x—3x+x=3—-4+1
Ox=0
0=
Situacion 2
X x X
2 3 6
¥ x x_
2 3 6
3x—2x—x_
c =
0_
£ =
0=

En ambos casos cuando intentamos resolver las ecuaciones obtenemos la expresion 0 = 0.

11
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La igualdad que se obtiene es cierta y podemos observar que la variable se elimina.
Si sustituimos por cualquier valor a la variable podemos comprobar que la ecuacién se

cumple.
En estos casos concluiremos que la ecuacidn tiene infinitas soluciones que la verifican.

Sistema rectangular de coordenadas cartesianas

Dos rectas que se cortan constituyen un sistema de ejes coordenados. Si las rectas son
perpendiculares (entre ellas forman un angulo de 90°) entre si, tenemos un sistema de gjes
coordenados rectangulares; si no lo son tenemos un sistema de ejes oblicuos.

A unade las rectas la horizontal se la denomina eje de las abscisas 0 eje x y alarecta vertical
se la denomina eje de las ordenadas o eje y.

Al punto de interseccién de ambos ejes se lo denomina origen.

Los ejes dividen al plano en cuatro partes llamadas cuadrantes.

Cuadrante Il +y Cuadrante |
e m T it
_ T X
-
(—4.~2) |
12,~3)
Cuadrante' lll " Cuadrante IV

Signo de las coordenadas

El eje de las x o eje de las abscisas se divide en dos partes a la derecha del origen se toman los
valores positivos y a laizquierda del origen los valores negativos.

El eje de las y o0 eje de las ordenadas se divide en dos partes hacia arriba del origen se toman los
valores positivos y a hacia abajo del origen los valores negativos.

12
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Determinacidén de un punto por sus coordenadas

Las coordenadas de un punto determinan el punto y se denota P(x,y).

Conociendo las coordenadas de un punto se puede fijar el punto en el plano, la primera
coordenada corresponde al eje de las abscisas y la segunda coordenada corresponde al eje
de las ordenadas, se ubican de acuerdo si el signo es positivo o negativo.

Situacion 1
= Para representar el punto (4, 2) es el punto que se encuentra alejado 4 unidades del eje x en la
direccién positiva del eje x y a 2 unidades del eje y en la direccion positiva del eje y. Este punto al
tener sus dos coordenadas positivas corresponde al primer cuadrante.

Situacion 2
= Representar el punto (-3,3), hos posicionamos en el origen y nos alejamos 3 unidades del eje x en
la direccién negativa del eje x y nos alejamos 3 unidades del y en direccion positiva del eje y. El
punto corresponde al segundo cuadrante.

Situaciéon 3

= (-4,-3), nos posicionamos en el origen y nos alejamos 4 unidades sobre el eje x en el sentido
negativo y nos alejemos 3 unidades, del origen, sobre el eje y en el sentido negativo.

Situacion 4
= (3, -4) desde el origen nos alejamos 3 unidades sobre el eje positivo de las x, desde aca nos

alejamos 4 unidades sobre el eje de las y en el sentido negativo. Este punto corresponde al cuarto
cuadrante.

III Cuadrante ! IV Cuadrante:

PAUSA. Es conveniente que realicemos una nueva Pausa.

Pausa de Recapitulacion.

13
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¢,Como se expresa una ecuacién de segundo grado?

¢ Cual es la solucién de una ecuacion de 1°?

Transcriba las reglas para resolver una ecuacion de 1°.

¢,Como se identifica una ecuacién que carece de solucion?

¢,Como se identifica una ecuacion que tiene infinitas soluciones?
Represente un sistema rectangular de coordenadas cartesianas.

¢,Como se determina un punto en un sistema de coordenadas cartesianas?

NoghrwbdE

Actividades Obligatorias

3. Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado.

Orden Ecuacién Resultado
a. 3x=6
b. 2x—3=6—3x
C. 22x —3)=6+x
d x—1 x-—3
6 2
€ %(2x+4)=x+19
f. 4(x —10) = —6(2 —x) — 6x
g. 2c+1)—-3(x—-2)=x+6
h. x—1 x—5 x+4+5
436 9
i 3x+1 2—-4x —-5x—-4 7x
7 "3 - 14 "6
i 5 3
x—7_x—2
k. x—1 2x-3
( 8 16 )
3 1
=3(3(-3)
—=Bx—2)
! 2—[—2(x+1)—;3
2x —5x-3
=3 T ¥
" e
n 2_[_2(x+1)_x2;3]
2x 5x-—-3
=31 ¥

4. Representar los siguientes puntos en un sistema rectangulas de coordenadas cartesianas.

Orden Puntos Representacion Grafica
a. (3,4)
b. (-2,-1)
C. (4,4)
d. (0,-3)
e. (—=2,0)
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0,0)

(_11 _1)

(25 _2)

—loQ |~

('4 I 3)

'

'
_________________________

]

'

'

'
_______ B

'

'

'
_________________________

]

'

'

'
_______ [ Y

'

'

5. Dados los siguientes puntos indicar el cuadrante al cual corresponde.

Orden

Punto

Cuadrante

o

(3.4)

(—2, _1)

(4.4)

(1! _3)

(_ 2'5)

(_4,4)

(_ 1, _1)

(2, _2)

ol I o I O B 2 Be)

(-4.3)

Seguramente ha leido con interés el tema y ha dado respuesta a las preguntas y ejercicios
solicitados. Es hora de continuar....

15
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Ecuaciones de primer grado con dos variables

Una ecuacion de primer grado con dos variables o incdgnitas es una expresion de la forma ax +
by + ¢ = 0, dondea y b son los coeficientes, x e y son las variables y ¢ el término
independiente.

Situacion 1

» 5x+43y—2=0. Los coeficientes son 5y 3y el término independiente es -2.
Situacioén 2

» x4+ 2y =0. Los coeficientes 1 y 2 y el término independiente es nulo, es decir es 0.
Situacion 3

. ix + %y — 1 = 0. Los coeficientes son i y S el término independiente es -1.

Soluciones de una ecuacidn de 12 grado con dos variables

Una ecuacion de primer grado con dos variables tiene infinitas soluciones.

Una solucién de una ecuacion de primer grado es un par ordenado de valores reales (x,y) que al
reemplazarlos por las variables x e y obtenemos una identidad.

Situacion 1
= Dada la ecuacion ,

o tiene como soluciones al par (0,1), dado que al reemplazar la variable x por 0y lavariable
y por 1 obtenemos una identidad: 2.0 — 2.1+ 2 = 0.
o Elpar (1,1) no es una solucion para la ecuacion 2x — 2y + 2 = 0, dado que al reemplazar
obtenemos:
21-21+2=0,

si operamos nos queda 2 # 0 que no es una identidad.

o El par (3,4) es solucion de la ecuacion dado que al reemplazar en la misma obtenemos una
identidad.

Forma explicita de una ecuacidn de 12 grado con dos variables

La forma explicita de una ecuacién de primer grado con dos variables esta dada por una
ecuacion de laformay = ax + b, donde x es la variable independiente, y variable
dependiente, el término a coeficiente lineal y b término independiente u ordenada al origen. A
estas ecuaciones de primer grado con dos variables se las conoce como ecuaciones lineales
dado que su representacion gréfica corresponde a una linea recta.

Situacion 1
» Sien la ecuacion de primer grado con dos variables 2x — 3y = 0 (ecuacion expresada en forma
implicita) despejamos la variable y obtenemos:

2x—3y=0
-3y =—-2x
16
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_ —2x
y=3
_ 2
. . y - 3x
Situacioén 2
» Sea la ecuacion de primer grado con dos variables 5x + 3y = 5, si despejamos y, nos queda:
5x+3y=5
3y =5->5x
_ 5—-5x
y=73
5 + 5
y=73%73
Situacioén 3
» Sienlaecuacién de primer grado con dos variables —2x — 3y + 2 = 0, despejamos y nos queda
2 2
y = —gx + T
Situacion 4

2 .. . . . 2 .
" Y =3X esunaecuacion lineal cuyo coeficiente lineal es e la ordenada al origen es 0.

Situacion 5
5 5 .. . . . 5 P . . . 5
* y=-—3x+;esunaecuacion lineal cuyo coeficiente lineal es — 3V el término independiente es 3
Situacion 6
2 2 .. . . 2 . . . 2
* y=-—3x+;esunaecuacion lineal cuya ordenada al origen es 3y el coeficiente lineal es — >

Representacion grafica de ecuaciones lineales

A partir de la forma explicita de una ecuacion lineal y = ax + bconstruiremos una tabla de valores. La tabla
de valores tiene 2 columnas, una de las columnas para la variable independiente x y una columna para la
variable dependiente y. Dando valores a la variable x obtendremos valores para la variable y que
satisfacen la identidad. Con los pares de punto (x, y) obtenidos a partir de la tabla procederemos a graficar
dichos puntos y a trazar una recta que los una. La recta graficada corresponde a la ecuacion lineal dada.

Situacion 1

La tabla correspondiente a la ecuacion lineal y = 2x 4+ 1, para los valores 1, -1, 0y 2 es:

y

=21
+1
=3
y
=2.(-1)+1
=-1
y
=20
+1
=1
y
=2.(-2)+1
=-3
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Con esto obtenemos los siguientes pares ordenados (1,3); (—1,—1); (0,1); (—2,—3). Grafiguemos estos
puntos.

¥

[

Situacion 2
Graficar la ecuacion lineal y = —3x, construimos la tabla de valores para dos valores arbitrarios -1 y 0.

=-3(-1)

3
= (=3).0
0

RS

Trazando la recta que pasa por los puntos (—1,3) y (0,0) obtenemos la grafica de la ecuacion y = —3x.

¥
41

|
La
|
L2
|
2
|
—_
[
[y
o
[P &

— %4
-4+

=L

Situacion 3
» Lagrafica de la ecuacion y = 3x — 2 es la siguiente.

18
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[P J .,

Pendiente y ordenada al origen

Vamos a analizar el significado de las letras a y b de una ecuacion lineal en su forma explicitay = ax + b.

Dada la ecuacion explicita de una ecuacion lineal y = ax + b cuya representacion gréfica es una
linea recta donde a representa la pendiente y b la ordenada al origen.

La pendiente de la recta esta dada por el valor a y representa la inclinacion de la recta respecto al eje
horizontal.
La ordenada al origen esta dada por el valor b de la ecuacion explicita que indica donde la recta corta el
eje y.
Situacion 1

» Eny=-7x+2,lapendiente es -7 y la ordenada al origen es 2.

Situacion 2
» Eny= gx, la pendiente es % y la ordenada al origen es 0.

Situacién 3
* Eny=x+ Z, la pendiente es 1 y la ordenada al origen es Z.

Representacion de la recta conociendo la pendiente y la ordenada al origen

La pendiente y la ordenada al origen nos permitiran representar ecuaciones lineales a partir de estos dos
valores.

Pare representar una ecuacion lineal a partir de la pendiente y de la ordenada al origen procederemos de
la siguiente forma.

Primero: gréfica de la ordenada al origen.
El valor b nos aporta un primer punto de la recta que es donde esta intercepta el eje y, por lo tanto,
obtenemos el punto (0, b) que graficamos.

Seqgundo: andlisis de la pendiente.

Dado el valor real mlo transformaremos en una fraccién, siempre y cuando a no sea una fraccion, donde
el numerador nos indicara cuantas unidades hacia arriba (si a es positivo) o hacia abajo (si a es negativo)
nos debemos mover desde la ordenada al origen y el denominador de la fraccion en la que convertimos a
nos indicara cuantas unidades a la derecha o a la izquierda nos debemos mover a partir de la ubicacion
anterior.

Situacion 1
» Graficar y = 4x — 3, en nuestro caso a = 4 y b = —3. Seguimos el procedimiento desarrollado.
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1° Graficar la ordenada al origen. La ordenada al origen nos da el primer punto, el punto que intercepta el
eje y. Por lo tanto, obtenemos (0,—3) y graficamos.

4
3
2
1

2° analisis de la pendiente. En nuestro caso la pendiente es a = 4, como no es una fraccién la convertimos
4 e . . .

y nos queda a = i Como el numerador es positivo nos moveremos 4 unidades hacia arriba llegando al

punto de coordenadas (0,1), a partir de este punto nos movemos 1 unidad, como indica el denominador

de la pendiente, a la derecha y graficamos el punto que obtenemos que es (1,1). Por estos dos puntos
pasa la rectay = 4x — 3.

¥

L B TR
\

ra 4
o -
T -
i ¥

Situacion 2
» Graficar y = —2x + 3. La pendiente es a = —2 y la ordenada al origen b = 3. El primer punto es
(0,3). La pendiente nos fraccionaria por lo tanto debemos convertirla en fraccion y nos queda a =
_TZ. Por lo tanto, a partir de (0,3) debemos bajar dos unidades dado que el numerador es negativo
y movernos una unidad a la derecha obteniendo asi el punto (1,1).

[
T
[ N

1
-2
-3
-4
Situacion 3
» Graficary = %x - § Aqui la pendiente es a = %y la ordenada al origen es b = —;. La ordenada al
origen nos aporta el punto (0,—%). A partir de este punto nos debemos mover 3 unidades hacia

arriba como indica el numerador de la pendiente y 4 unidades a la derecha. Asi obtenemos el
segundo punto de coordenadas (;4) y graficamos.

PAUSA. Nos detenemos a releer y practicar sobre el tema.

Pausa de Recapitulacion.
1. ¢Cbmo se expresa una ecuacion de 1° grado con una variable?
2. ¢Cuél es la solucién de una ecuacién de 1° grado con una variable?
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3. ¢Cudles son la regla que debo tener en cuenta para resolver operaciones combinadas que

involucren una ecuacion de 1° grado con una variable?
Trace un sistema rectangular de coordenadas cartesianas e identifique sus cuadrantes.
¢,Como se determina un punto en un sistema rectangular de coordenadas cartesianas?

¢,Cuantas son las soluciones de una ecuacion de 1° grado con dos variables?
¢,Cudl es la forma explicita de una ecuacion de 1° grado con dos variables?

4
5.
6. ¢Cudl es laforma de una ecuacion de 1° grado con dos variables?
-
8
9

¢,Cudl es la forma implicita de una ecuacion de 1° grado con dos variables?

10. ¢Cual es la representacion grafica de una ecuacion de 1° grado con dos variables?

11. ¢ Cémo identifica la pendiente y la ordenada al origen de una ecuacion lineal?
12. Describa los pasos para tener en cuenta para representar una recta a partir de la pendiente y de
la ordenada al origen.

Actividades Obligatorias
6. Dadas las siguientes ecuaciones identificar los datos que se solicitan.

Orden

=~ o a0 oo

el &

Ecuacion
y=6x+3
y+2x=3
3x+5y =2
z—2w+2=0
—zZ+2w=7
6x+y=-1
3x+2y—3=0
1 2 1
¥T7Y="3

9y —5x+2=0

Variables

Término independiente

7. Dadas las siguientes ecuaciones expresarlas segun el siguiente cuadro.

Orden

a.

Forma explicita

y=16x —2

y=—-x+10

z=3w+2

y=5x+5

s=3r+1

Forma general

3x+5y=2

z—2w+2=0

6x+y=-1

9y —5x+2=0

8. Dar al menos tres pares de puntos que satisfagan las siguientes ecuaciones.

21



Guia de Aprendizaje de Ecuaciones EDICION DIGITAL

Orden Ecuacion Puntos
a. y=16x—2

b. 3x+5y=2

C. y=—x+ 10

d. z=2w+2=0

e. z=3w+2

f. 6x+y=-1

g. y=5x+5

h. s=3r+1

i. 9y —5x+2=0

9. Resolver las siguientes ecuaciones lineales.
Orden Ecuacion Solucién x
a. y=16x —2

3x+5y=2

C. y=—x+10

d. z=2w+2=0

e. z=3w+2

f. 6x+y=-1

g. y=5x+5

h. s=3r+1

i. 9y —5x+2=0

10. Representar graficamente las siguientes ecuaciones lineales mediante tablas.

Orden Ecuacion Puntos
a y=x=3 = T - T ..
b. y=x+4 | S
c 1 s oo 3___5_ N
' Y= | o
d. y=—-x | T CT C o I R e
e y=x 1 R R S L s S S S Y
f. =—x—1 — —
Y -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 >
g. y=4x+8 | i b e
h. 3x+5y=1
I y—5x+2=0

11. Dadas las siguientes ecuaciones indicar la pendiente y ordenada al origen.

Orden

Ecuacion

Pendiente

Ordenada al origen

a.

y=x-—3
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b. y=x+4
C. 1
=—x—-5
y=5x
d. y=—x
e. y=Xx
f. y=—-x-—1
g. y=4x+8
h. 3x +5y =
i. y—5x+2=
12. Representar graficamente las siguientes ecuaciones utilizando la pendiente y la ordenada al
origen.
Orden Ecuacién Grafica
a y=x-3 R
b. y=x+4
C. y=zx- 5
________________________ _3_________.________.______.
- - - _4__ ------------------------
________________________ _5_________.________.______.
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Rl i
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y=-x

y=—-x-—1

y=4x+8
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h. 3x+5y=1

i y—5x+2=0

Continuemos...

Sistemas de ecuaciones simultaneas de 12 grado con dos incoégnitas

Un sistema de ecuaciones es la reunion de dos o mas ecuaciones con dos 0 mas incognitas.

Dos o mas ecuaciones de primer grado con dos incognitas son simultaneas cuando se satisfacen
por iguales valores de las incognitas. Asi, las ecuaciones {;_ y = i son simultaneas porque

x = 3y y = 2 satisfacen ambas ecuaciones.

Situacion 1
Son sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas:
2x +3y =13
{4x —-y=15
x+2y =10
{Zx +3y =15
x—y=1
{Sx +2y =-2

Solucidn de un sistema de ecuaciones de 12 grado con 2 variables

Una solucion de un sistema de ecuaciones de primer grado con dos variables es un grupo de
valores que satisfacen simultaneamente todas las ecuaciones del sistema.

Situacion 1

2x +3y =13
4x—y =5
variables los valores encontrados se satisfacen las dos ecuaciones.

= Dado el sistema{ , son soluciones del sistema x = 2,y = 3. Si reemplazamos por las
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Las soluciones de un sistema de ecuaciones de primer grado con 2 incégnitas se resumen en el siguiente
cuadro:

Soluciones de un sistema de ecuaciones de primer grado con 2 incégnitas

Compatible
( Solucién anica ) aninitas solucione9

Incompatible

Determinado Indeterminado

A continuacion, estudiaremos tres métodos, que no son los Unicos, para resolver sistemas de ecuaciones
de primer grado con dos variables, ellos son:

1. Método de igualacién.
2. Meétodo de sustitucion.
3. Método de reduccion.

Método de igualaciodn

Una primera técnica algebraica comin para resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas es el método de igualacién. Este método consiste en despejar la misma incognita en ambas
ecuaciones e igualar las expresiones resultantes; se resuelve la ecuacion de primer grado con una
incégnita obtenida y se sustituye este valor en las ecuaciones iniciales.

Sea, por ejemplo, el sistema:

{3x+2y= 8
4x -3y =5
Despejamos x de ambas ecuaciones, y obtenemos:
2 8
3 5

Siigualamos los valores obtenidos, nos queda :

2 8.3 5
3773747y

Despejamos la variable y, entonces:
2 +8 3 +5 2 3 8+5 17 17 1
—_— —_—— - - —— _— = —— - —— = - =
37 T3 T T T TR Y T 3Ty T Y T 7Y

Si reemplazamos el valor encontrado para la variable y en cualquiera de las ecuaciones obtendremos el
valor de x,

3x+21=8-3x=8-2->x=5=2

4x—31=5-24x=3+4+5->x=-=2

Entonces hemos encontrados los valores que satisfacen simultdneamente las ecuaciones del sistema y
estossonx =2,y =1.

Método de sustituciodn

26
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El segundo método se denomina método de sustitucion, consiste en despejar una incognita en una de las
ecuaciones y sustituirla en la otra; asi, se obtiene una sola ecuacién con una incognita. Una vez obtenido
el valor de esta incognita, se sustituye su valor en cualquiera de las ecuaciones del sistema, inicial para
calcular el valor de la otra incégnita.

Aplicamos este método al sistema del ejemplo anterior:
3x+2y=8
{4x —3y=5
Despejamos x en la primera ecuacién, obtenemos:

2 8
{3x+2y=8—>3x=—2y+8—>x=—§y+§
4x—-3y =5

Reemplazamos el valor encontrado de la variable x en la segunda ecuacién, nos queda:

2 8
3x+2y=8—>3x=—2y+8—>x=—§y+§

2 8
t(-3y+3) - =5
Como observamos la segunda ecuacién nos queda toda en la variable y, la despejamos y obtendremos la

solucion para esta variable:

2 8 8 32
4(——y+—>—3y=5—>——y+——3y

3 3 3 3
=5—>—§y—3y

32 17
=—?+5—>—?y

17
__?_)yz

Si reemplazamos el valor encontrado para la variable y en cualquiera de las ecuaciones obtendremos el
valor de x,

3x+21=8-3x=8-2->x=5=2

4x—-31=5-24x=3+4+5->x=-=2

Entonces hemos encontrados los valores que satisfacen simultaneamente las ecuaciones del sistema y
estossonx =2,y = 1.

Método de reduccion

El tercer método se denomina método de reduccion, consta de los siguientes pasos:

Sl o wl oy

+ Se multiplican o dividen los miembros de las dos ecuaciones por los nimeros que convengan para
gue una de las incégnitas tenga el mismo coeficiente en ambas.

+ Se restan las dos ecuaciones resultantes, con lo que se elimina una incégnita.

+ Se resuelve la ecuacion con una incognita obtenida, y se sustituye su valor en cualquiera de las
ecuaciones iniciales para calcular la segunda.

Ejemplo:
: . . 3x+2y=8
Continuemos con el mismo sistema
4x -3y =5
El primer paso nos indica que debemos multiplicar o dividir los miembros de las dos ecuaciones por los
ndmeros que convengan para que una de las incognitas tenga el mismo coeficiente en ambas
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3x + 2y = 8 - Multiplicamos por 4 este ecuacion y nos queda
- 12x + 8y = 32

4x — 3y = 5 - Multiplicamos por 3 esta ecuacidn y nos queda
- 12x -9y =15

De esta forma hemos obtenido un sistema equivalente:
12x + 8y = 32
{12x -9y =15
Por el segundo paso debemos restar las dos ecuaciones y obtenemos:
12x + 8y = 32
12x -9y =15
B 17y = 17
-»y=1

Si reemplazamos el valor encontrado para la variable y en cualquiera de las ecuaciones obtendremos el
valor de x,

3x+21=8-3x=8—-2->x==-=2

=2

Sl oWl oy

4x—-31=5-24x=3+5->x=

Entonces hemos encontrados los valores que satisfacen simultaneamente las ecuaciones del sistema y
estosson x =2,y = 1.

Representacion de sistemas de ecuaciones de primer grado con dos variables

Una ecuacion lineal con dos incégnitas, ax + by + ¢ = 0, se representa mediante una recta.
La representacion de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas consiste en un par de
rectas.

e Sj éstas se cortan, el sistema es compatible determinado y las coordenadas del punto de corte
son la solucion del sistema.

e Silas rectas son paralelas, el sistema es incompatible.

e Silas rectas son coincidentes (son la misma recta), el sistema es compatible indeterminado: sus
soluciones son los puntos de la recta, por lo tanto, son infinitas.

Graficamente tenemos los siguientes casos.

Sistema compatible Sistema compatible Sistema incompatible
determinado indeterminado

Una unica solucién Infinitas soluciones Ninguna solucién

PAUSA. Repasamos, releemos y practicamos.
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Pausa de Recapitulacién

1.

2.
3.
4

o

¢ A qué definimos como un sistema de ecuaciones simultaneas de 1° grado con dos incognitas?
¢, Qué se define como solucion de un sistema de ecuaciones de 1° grado con dos variables?
¢,Como se clasifican las soluciones de un sistema de ecuaciones de 1° grado con dos variables?
¢,Cudles son los métodos que tratamos para resolver un sistema de ecuaciones de 1° grado con
dos variables?

¢,Como se representan los sistemas de ecuaciones de 1° grado con dos variables?
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Actividades Obligatorias
13. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones.

Orden Ecuacion
a. —x+2y=-1
{3x +4y =13
b. 2x—5y=-9
{4x + 3y =-10
c. 4x + 3y =10
{7x — 2y =3
d. 4x —y=—6
{6x +3y=0
e. —x—y=-1
{Sx + 4y = -3
f. 5x —y=-12
{—11x — 2y =-3
g. {x —4y =5
—2x+3y=1
h. 3x+10y =4
{Zx +2y=-5
i 6x+3y =28
{—Bx —2y =3

14. Representar graficamente los siguientes sistemas e indicar el tipo de solucion.
Representacion

(W _

-----------------------

Orden Ecuacion
a. {——x-+ 2y =—1
3x + 4y = 13 |
SR S
R RTEEEEEERPRPEE S & o
b. {Zx —5y=-9
4x +3y =—10

-5 -4 -3 -2 -1

il BECEIEERI SECE A & e

Tipo
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g {x—4y=5
—2x+3y =

h. {3x+10y=4
2x + 2y =-5

i. {6x+3y=8
—3x—2y=3

Ecuaciones de segundo grado

H Recordemos: férmula general de una ecuacion de segundo grado

H ax’?+bx+c=0

H En laque a, by cson nimeros reales y con a # 0.

En el caso de ecuaciones de segundo grado diremos que:
a es el coeficiente cuadratico,

b es el coeficiente lineal, y

c es el término independiente.

Situacion 1
» 3x2+5x+4+2=0, es una ecuacion de segundo grado con coeficiente cuadratico igual a 3,
coeficiente lineal igual a 5 y término independiente 2.

Situacion 2
= .x%2 4 3x =0, es una ecuacién de segundo grado con coeficiente cuadratico -1, coeficiente lineal 3
y término independiente igual a 0.
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Situacion 3
= x? =0, es una ecuacion de segundo grado con coeficiente cuadratico igual a 1, coeficiente lineal
y término independientes nulos, es decir iguales a 0.

Resolucion de Ecuaciones de segundo grado incompletas

Decimos que una ecuacion de segundo grado es incompleta cuando las variables b o ¢ son nulas.

Para resolver ecuaciones de segundo grado incompletas recurrimos a los siguientes casos:

Primer caso: Cuando b = 0, nos que una ecuacion de la forma ax? + ¢, pararesolverla despejamos
de laforma usual x.

Segundo caso: Cuando ¢ = 0, nos queda una ecuacion de la forma ax? + bx = 0, donde aplicamos
el primer caso de factoreo y nos queda x(ax + b) = 0, esto es un producto igualado a cero esto
se cumple cuando cualquiera de los factores es 0. Por lo tanto, son raices de este polinomio
x=0yax+b=0.

Tercer caso: Cuando b =0y ¢ = 0, nos que una ecuacion de segundo grado de la forma ax? = 0,
al despejar la variable observamos que los valores que hacen cero la ecuacion es x = 0.

Situacion 1
* Resolver 4x% — 4 = 0., es una ecuacion de segundo grado incompleta, el términoa = 4;b = 0;¢c =
4; por lo tanto, para resolverla tenemos que despejar de la forma usual 4x? =4 > x?2=1->x =

++/1 = +1. Por lo tanto, los valores de xque hacen cero la ecuacibn es x = 1y x = —1.

Situacion 2
» x%+4 3x =0, es otra ecuacion de segundo grado incompleta en este caso el término ¢ es nulo o
¢ = 0, por lo que debemos aplicar factor comdn quedando x? + 3x = x(x + 3), para x(x +3) = 0

el primer factor es cero o el segundo factor es cero por lo que x = 0 y x = —3 son los valores de x
gue solucionan la ecuacion.

Situacién 3
= 7x% =0, es una ecuacién de segundo grado de la forma ax? = 0, donde a = 7;b = 0;¢c = 0, por lo
debemos despejar x para encontrar los valores que hacen cero la ecuacion. Despejemos 7x2? =
0-x%= % — x = +4/0 = 0. Asi obtenemos que x = 0 es el tnico valor que puede tomar la variable

para solucionar la ecuacion.

Resolucidn general de la ecuacion de segundo grado completa

Resolver una ecuacién de segundo grado completa de la forma ax? + bx + ¢ = 0 implica encontrar
los valores de x que anulan la ecuacion. Para ello utilizaremos la formula resolvente para

. ., - —b++b2%-4ac
encontrar las raices de una ecuacion cuadratica ” g
p . —b+Vb2%-4 .
A unade las raices la denominaremos x; cuyo valor es TM y ala segunda raiz la denotamos
—b—b%-4

x, cuyo valor es ———=
Situacion 1

* Encontrar las raices de la ecuaciéon x> +2x—3 =0, en nuestro caso a=1; b=2y c¢=-3,

—b+vVb%-4ac

utilizamos la formula resolvente para encontrar raices de ecuaciones cuadraticas x; , = -

en nuestro caso la 1° raiz es:
_ —2+y22-41.(=3) _ -2+4V16 _ —2+4 _

2 .
L= = =-=1; la segundaraiz es:
2.1 2 2 2
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—2—4/22-4.1.(-3) -2-V16 -2-4
| | x2 = = =
2.1 2 2

sonx; =1yx, =-3.

-6 -z
=5 = 3. Por lo tanto, los valores de x que anulan la ecuacion

Situacion 2
= 2x%2+12x+ 18 =0, tiene como valores a = 2; b = 12 y ¢ = 18, aplicamos la férmula resolvente
para obtener las raices de una ecuacion cuadratica y reemplazando nos queda x;, =

—12++/122-4.2.18 .
—),  por lo tanto:

—24+122-4.2.18 —12+v144-144 —-12+4+0 —-12 , —2—/122-4.2.18
X, = = = =—=-3 y la segunda raiz es x, = —— =
2.2 4 4 2.2
—-12—v144-144 -12-0 -12 .z .
” =—— == —3, conclusion las raices son x; = =3y x, = —3.

= Encontrar las raices para —x? —4x + 12, en este caso a = —1;b = —4 y ¢ = 12, aplicando la

+4+,/16—4(-1)12 .
formula resolvente nos queda + por la tanto las raices son x; = —6; x, = 2.

Discriminante

Definimos como discriminante de la férmula de raices cuadraticas al término b* —4ac. El
discriminante se denota con el simbolo 4 y nos informa sobre el caracter de las raices que
podemos obtener de una ecuacion cuadratica, segun los siguientes valores:

e A >0 - laecuacién de segundo grado tiene dos raices, reales y distintas.
e A =0 -,laecuacion de segundo grado tiene dos raices, reales iguales.

e A<0-,laecuacion de segundo grado tiene dos raices, complejas conjugadas. Este caso
no va a ser objeto de resolucién en este curso. Por ello basta con informar el caracter de
las raices y no resolver la ecuacion.

Situacion 1

*= Encontrar el caracter de la discriminante de la ecuacionx? + 2x — 3 = 0, en nuestro caso a =
1; b =2y ¢ = -3 aplicamos la férmula de la discriminante y obtenemos 4 = 22 — 4.1.(-3) = 4 +
12 =16, por lo cual la 4 > 0 entonces la ecuacion dada tiene dos raices, reales y distintas.

Situacion 2
* Encontrar el caracter de las raices de la ecuacién 2x? + 12x + 18 = 0, aplicamos la formula 4 =
b? — 4ac, y obtenemos 4 = 122 — 4.2.18 = 0, entonces la ecuacion dada tiene dos raices reales
iguales.
Situacién 3
* Encontrar el caricter de las raices de la ecuacion 3x? + 5x + 9 = 0, en este caso a = 3; b = 5y

¢ =9, aplicamos la férmula de la discriminante y nos queda 4 = 32 — 4.3.9 =9 — 108 = —99, por
lo tanto, esta ecuacion tiene dos raices complejas conjugadas. No resolvemos la ecuacion.

Propiedades de las raices de una ecuacidon de segundo grado

H Las raices de una ecuacién de segundo grado cumplen las siguientes propiedades:

-b
x1+x2=7

c
xl.xz = E

Utilizamos estas propiedades para verificar si hemos calculado bien las raices que nos piden.

34



Guia de Aprendizaje de Ecuaciones EDICION DIGITAL

Situacion 1
* Las raices de la ecuacion x?+2x—3=0;sonx;=1yx,=-3ya=1b=2Yyc=-3,
entonces x; +x, = _Tb -1+ (-3) = _TZ - —2 = -2 observamos que se cumple la primer

propiedad de las raices; x;.x, = i - 1(-3) = _T3 — —3 = —3 verificamos asi que se cumple la
segunda propiedad.

Situacion 2

= 2x%+12x+ 18 =0, tiene como valoresa = 2; b =12y ¢ = 18; y como raices x; = -3y x, = —3.

Aplicamos la primera propiedad y nos queda (—3) + (-3) = —12—2 - —6 = —6, que se verifica y

(-3).(-3) = % — 9 = 9 y esta propiedad también se verifica.
Situacion 3

* Para—x?—-4x+12=0,enestecasoa =—1;b =—4yc =12, lasraices son x; = —6;x, = 2, por
lo tanto la primer propiedad queda (—6) + 2 = _14 — —4 = —4 y la segunda (—6)2 = i—i - —12=
—12, como observamos ambas se verifican.

Representacion grafica de una ecuacion de segundo grado.

Toda ecuacion de segundo grado con una sola incognita tiene como representacion gréafica una
parabola.

Para representar graficamente una parabola en forma aproximada debemos contar con las coordenadas
gue obtenemos de:

e Las coordenadas de las raices, en caso de que estas sean reales.
e Las coordenadas del vértice de la parabola.
e Los puntos de interseccion con el gje y.

Recordemos que la formula resolvente nos permitia encontrar los valores x; y x, que son los ceros de la
ecuacion, es decir los puntos de interseccion con el eje X. Obtenemos asi puntos de la forma (x;,0) y

(xx2,0).
Ahora definiremos las férmulas que nos permiten encontrar el vértice de la parabola.
Situacion 1
* Las raices de la ecuaciéon x? +2x —3 =0 son x; =1 y x, = —3. Por lo tanto, obtenemos las
coordenadas de los puntos que interceptan el eje X, que son (1,0) y (—3,0).
Situacion 2
»  2x?+12x + 18 = 0, tiene como raices x; = —3 y x, = —3. Obtenemos el punto (—3,0).

Situacion 3

*» Para —x? —4x + 12 = 0, las raices son x; = —6; x, = 2, por lo tanto, los puntos de interseccién
con el eje X son (—6,0) y (2,0).
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Las coordenadas del vértice de una parabola generada por una ecuacion de segundo grado de la
forma ax? + bx + ¢ = 0se pueden obtener al aplicar las siguientes férmulas.

Coordenada x del vértice de la pardbola x,, = 7o

_ 4.a.c-b?*

Coordenada y del vértice de la parabola y,

En la ecuacién x2 + 2x —3 =0; a = 1 b = 2y ¢ = —3 por lo tanto las coordenadas del vértice son

Situacion 1
— — —3)=22 —
Xy = ﬁ = 72 =—1ley,= % = % = —4. Obtenemos asi las coordenadas del vértice
(-1, —4).
Situacion 2
* En2x?2+12x+18=0a=2; b =12y c = 18, por lo tanto, las coordenadas del vértice son x, =
— - 192
ﬁ = % = —3 ylacoordenada y, = % = g = 0. Se obtiene asi el punto (—3,0).

Situacion 3
Para —x? —4x + 12 =0, tenemos a = —1; b = —4 y ¢ = 12, las coordenadas del vértice son x, =

_(_ _ _(—AN\2
% = _iz = —2ylacoordenaday, = % = 16. Entonces las coordenadas del vértice son
(—2,16).

El punto de interseccion de una parabola, cuya ecuacion general es ax? + bx + ¢ = 0, con el eje y

tiene como coordenadas (0, ¢).

Situacion 1
En la ecuacion x> + 2x —3=0; a= 1 b = 2y ¢ = —3 por lo tanto el punto de interseccion con el

eje y es (0,—3).

Situacion 2
En2x?+12x+18=0a=2; b = 12y ¢ = 18, el punto de interseccion con el eje y es (0,18).

Situacion 3
Para —x? —4x + 12 = 0, tenemos a = —1; b = —4 y ¢ = 12, el punto de interseccién con el eje

es (0,12).
Con las coordenadas de los puntos encontrados podemos esbozar la gréfica de una ecuacién de segundo

grado.

Situacion 4
* De la ecuacion x? + 2x — 3= 0 obtuvimos los siguientes puntos:
» Delasraices: (1,0) + y (-=3,0)

» Del vértice (—12,0)
> De lainterseccion conel y (0,—3)
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T N

Situacion 5
= De la ecuacion 2x? + 12x + 18 = 0, obtuvimos:
» De las raices: (—3,0)

» Del vértice (—3,0)
> De lainterseccién con el y (0,18)

AN
—1—1»—5—&7—6—5—4—2—}_}1 1234567 80101112

Situacion 6

»  Para —x? —4x + 12 = 0, su gréfica es la siguiente:

34567880

PAUSA. Lo invitamos a una pausa.
Pausa de Recapitulacion
1. ¢Cudl es la formula general de una ecuacion de 2°?
Describa los distintos casos para resolver ecuaciones de 2°
¢, Cuantas son las raices de una ecuacion 2°7?
¢,Qué nos informa la discriminante?
¢,Cual es la férmula para calcular la discriminante?
¢,Cudles son las propiedades de las raices de una ecuacion de 2°?
¢, Cudl es la representacion gréfica de una ecuacion de 2°?
¢, Cudles son las férmulas de coordenadas del vértice de una parabola?

®NDOAWN

Actividad Obligatoria
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15. Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas.

Orden Ecuacion Soluciéon

a. x2=0

b. x2—4=0

C. x?+3x =

d. x244=0

e. 3x?

f. 5x%2 —-5=3

. 3

g sz

h. —x2+5x=0

i. 5 E _2
Y7173

16. Encontrar el caracter de las raices de las siguientes ecuaciones de segundo grado.

Orden
a.

=7 Qe efe|s

Ecuacién
2x2—-3x—-5=0
x2—x—-20=0
4x> +4x—1=0

x2+4=0
x2—14x+4=0
x2—x+1=0

%x2=0

2x2—3x+5=0
25x%2 +20x+4=0

Caracter de las raices

17. Encontrar las raices de las siguientes ecuaciones de segundo grado.

Orden Ecuacién Raices
a. x2—5x+6=0
b. 2x2—=7x+3=0
C. —x?>+7x—10=0
d. x2=2x+1=0
e. x>+x+1=0
f. x2—4x+4=0
g. 2x—3=1-—2x +x?
h. x?+(7—-x)>=25
i 7x*+21x—28=0
18. Factorizar las siguientes ecuaciones de segundo grado.
Orden Ecuacién Factores
a. x2—5x+6=0
2x>—7x+3=0
C. —x2+7x—10=0
d. x> —=2x+1=0
e. x>+x+1=0

38




Guia de Aprendizaje de Ecuaciones EDICION DIGITAL

x> —4x+4=0

2x —3=1—2x + x2

sl

x>+ (7—x)*> =125

7x%+21x—28=0

19. Encontrar el valor de k para que las siguientes ecuaciones admitan a) una raiz doble, b) dos raices

reales distintas y c) raices imaginarias.

Orden Ecuacién a) b) c)

a. x2=5x+k=0

3x2+8x+k=0
C. 2x2—6x+k=0
d. 25x2+kx+1=0
e. x2—2kx+4=0
f. x2—=12x+k =0
g. x> —2x+k=0
h. 2x2+kx+1=0

—3x2+2x+k=0

20. Encontrar los datos que se solicitan de las siguientes ecuaciones de segundo grado.

Orden

Coordenadas

Ecuacion

Vértice

Raices

Interseccion eje y

x> —=5x+6=0

2x2 —7x+3=0

—x2+7x—-10=0

x> —2x+1=0

*>+x+1=0

x> —4x+4=0

2x —3=1-—2x + x?

x*+ (7—-x)? =25

~l7le|=eolalo|o|w

7x% +21x—28=0

21. Representar graficamente las siguientes ecuaciones de segundo grado.

Orden Ecuacion Grafica
a. x> —12x+32=0
b. —4x%2+3x =0

1

& S¥2+3=0
d. —2x>+3x—-5=0
e. —x2+8x—12=0
f. —x2+4x+5=0
g. 5x%+ 10x — 15 =0
h. x2—2x+3=0
i. —2x24+3=0
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Autoevaluacidn

1) Dada la ecuacion 6x? — 30x + 60 = 0, sus raices son:

|A) x1=3;x2=2 |B) x1=—3;x2=—2

| C) No tiene solucién en R

2) Dada la ecuacién 4x? — 14x + 6 = 0, sus raices son:

B) x1=%;x2=3

A) x1=6;x2=4

C) No tiene solucién en R

3) Dada la ecuacién 3x? — 12 = 0, sus raices son:

|A) x1=2;x2=—2 |B) x1=2x2=2

| C) No tiene solucién en R

., 5x-1 —-3x-3
4) Dada la ecuacion —— = ——

, Su/s raiz/raices es/son:

A x=1 B) x;=-1x,=> C) x=—1
5) Dada la ecuacién —3x% — 2x + % su discriminante es:
[A) 8 |B) 0 |C) x=-8

6) Dada la ecuacion —x? — 5x + 1, el caracter de sus raices es:

A) Dos raices reales iguales

B) Dos raices reales distintas

C) Dos raices complejas
conjugadas

3x—2y=-12

Sx + 4y = 2 su solucién es:

7) Dado el sistema{

[A) x=-2,y=3 [B) x=3;y=2 [C) x=3;y=-2
2x—2y=10
8) Dado el sistema{® | su solucion es:
3x — Sy = 36

|A) x=-10;y=—4 |B) x=10;y = —4

|C) x=10;y =4

9) La siguiente grafica corresponde a la ecuacion:

A y=3x—4

C) y=—;x—4

10) La siguiente grafica corresponde a la ecuacion:
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(A y=x2+x-2 | B) y::J:cz:—:x+2:
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Introduccion

Iniciamos un nuevo capitulo y te proponemos comenzar este recorrido
leyendo la resefia ubicada como caratula de este médulo. En ella se sintetizan
los comienzos en los estudios de la trigonometria, a partir de distintos

problemas de la vida real. Esta rama de las mateméticas se encarga de

analizar las relaciones entre los lados y los angulos de tridangulos, las
propiedades y las distintas aplicaciones de las funciones trigonométricas.

Las primeras aplicaciones de la trigonometria se hicieron en el
campo de la navegacion, la geodesia® y la astronomia?. El
principal problema era determinar una distancia inaccesible,
como la distancia entre la Tierra y la Luna, 0 una distancia que
no podia ser medida de forma directa. Otras aplicaciones de la

trigonometria se pueden encontrar en la fisica, quimica y en

casi todas las ramas de la ingenieria, sobre todo en el estudio 60m
de fendmenos periodicos, como el sonido o el flujo de corriente

alterna.

Para esta unidad nos fue muy dificil seleccionar los temas a tratar, por
la variedad y cantidad de contenidos que seran de mucha utilidad para
el estudio de funciones trigonométricas. Hemos optado por refrescar los
conocimientos ya adquiridos en el nivel medio, y por ello, nos
iniciaremos repasando algunos conceptos como los de angulos y
triangulos. Seguramente no todos los temas son nuevos para Usted.

Sin embargo, decidimos dedicarles un tiempo de este Curso. Cuando finalicemos el Médulo, nos dara
la razon del por qué les dimos cierta importancia. ¢ Sabian ustedes que lo mas dificil cuando escribimos
un texto, es decidir como empezar? Pero ya esta hecha la eleccién. Comenzamos presentando, en
un simple diagrama, cud es el itinerario de aprendizajes propuesto para esta unidad.

Tridngulos
Resolucién de

triangulos
rectangulos

Razones
Trigonométricas

1 Ciencia matematica que tiene por objeto determinar la figura y magnitud del globo terrestre o de gran parte de él, y construir

los mapas correspondientes.

2 Ciencia que trata de cuanto se refiere a los astros, y principalmente a las leyes de sus movimientos.
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vértice

Lado final

Lado inicial

Situaciones para empezar

Situacion 1

Comencemos recordando el concepto de punto, al que definiremos como un elemento
geométrico adimensional (o sea, sin dimensiones) que describe una posicion en el
espacio y que generalmente es representado por un circulo pequefio. Pero alguna vez
se ha preguntado ¢ Cuan pequefio es un circulo para ser considerado un punto?, ¢La
marca de la punta de un lapiz sobre la hoja, es un punto?, ¢ Por qué a veces trazamos
o dibujamos a un punto marcando una “equis”? Todas ellas son representaciones del
mismo concepto.

Los conceptos punto, rectas semirrectas, nimeros, etc.; son representaciones creadas
por el hombre y que consideraremos como objetos matematicos. Estos objetos
matematicos constituyen ideas, objetos abstractos, intangibles, es decir, son objetos
gue no podemaos ver porque son conceptos ideales, sélo estan en nuestra mente y son
creaciones realizadas por el hombre para representar, explicar y describir el mundo que
nos rodea.

Situacion 2
La recta es una sucesion infinita de puntos continuos.
El siguiente dibujo representa un trozo de una recta.

De esta representacion podemos observar que:

e Una recta tiene infinitos puntos. Por lo tanto, no es posible representarla en su
totalidad.

e Representamos una parte y la simbolizamos con puntos o méas continuos
posible.

e Por un punto cualquiera de la recta pasa otras infinitas rectas. Por lo tanto, es
imposible representarlas a todas.

e Sin embargo, por dos puntos pasa una y solo una recta. Por lo tanto, dos
puntos determinan una y solo una recta.

Podemos concluir que:

e Siconocemos un solo punto de una recta no es posible trazarla.

e Siconocemos dos puntos de una recta esta nos queda determinada y podemos

trazarla.

Situacién 3
Podemos definir una semirrecta como una recta que tiene principio, pero no tiene fin, o
COmo una recta con un extremo determinado por un punto dado.
Un punto determinado sobre una recta la divide en dos semirrectas. A este punto se le
denomina origen de la semirrecta.

y

Llamamos segmento de recta a la porcién de una recta que esta limitada por dos puntos
puntos se le llama extremos.

@ @
Ahora estamos en condiciones de definir un angulo:
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r = . .
Es la abertura formada por la uniéon de 2 semirrectas en un mismo punto

1
llamado vértice; las semirrectas reciben el nombre de lados del !
|
1

Distinguimos de esta figura el punto en comin entre ambas semirrectas al que
denominamos vértice.

El &ngulo se obtiene al rotar una semirrecta alrededor de su origen.

La posicién original de la semirrecta se denomina lado inicial (extremo fijo de

la semirrecta) y la posicion final se denomina lado terminal o lado final.

La rotacion del angulo se puede efectuar en 2 sentidos; en el sentido contrario a las
agujas del reloj, en este caso el angulo es positivo y girando en el sentido de las agujas

\/ del reloj el angulo es negativo. En caso de no existir rotacién en un sentido o en el
4 contrario estamos frente a un angulo nulo.
//\

Son angulos positivos

Son angulos negativos

\\\.___:'-————P
T“F)/'
-

/ Actividad N° 1
1.

PN ®WN

Activ
1.

id

pwN

¢, Qué elemento geométrico definimos en la situacién 1?

¢, Qué elemento geométrico definimos en la situacién 2?.

¢, Se pueden establecer la cantidad de puntos que representan una recta?.
¢, Cuantas rectas pasan por un punto?.

¢, Cuantos puntos determinan un recta?.

A qué definimos como semirrecta?.

Defina segmento de una recta.

Defina angulo.

ad N° 2

Trace una recta sobre ella identifique:

a) Un punto,

b) una semirrecta,

C) una segmento.

Si trazamos tres puntos alineados, ¢,Podemos determinar una Unica recta?.
Si trazamos tres puntos no alineados, ¢ Podemos determinar una Unica recta?.
Dibuje dos semirrectas unidas por un punto e identifique:

a) Vértice,

b) Lado inicial,

¢) Lado final,

d) Indique el sentido del angulo que forma entre el extremo inicial y final.
Dibuje dos semirrectas unidas por un punto en el cual el lado inicial coincide
con el lado final. ¢ Se puede determinar el sentido del angulo formado?.
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Vamos a realizar nuestra primera Pausa de Recapitulacion.
Pausa de Recapitulacién

e Construya un glosario® con los siguientes conceptos:

o Punto
iPare! o Recta
o Semirrecta
\ o Segmento
o Angulo
o Rotacion del angulo
o Angulo nulo
) Actividades de 1. Indicar si los siguientes angulos giran en sentido positivo o negativo.
% Produccién Orden Angulo Sentido
a. \<
b. *® /
c.

=

Medicién de angulos

Situaciones para empezar
Situacion 1

Si el lado inicial de un ngulo es coincidente con el lado final del mismo podemos afirmar
gue la abertura formada por la unién de las dos semirrectas es nula. Por lo tanto, la

rotacion del &ngulo no es positiva ni negativa.
Lado inicial es coincidente con Lado final

@ >

Situacion 2

3 Catalogo de palabras con definicion o explicacion de cada una de ellas.
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Existen varios utensilios para la medicion de angulos el més reconocido en la actualidad
es el transportador. Otros instrumentos son: el gonidmetro?, el cuadrante®, el sextante®,
entre otros. El transportador es un medio circulo graduado con doble escala, una de 0°
a 180° y la otra de 180° a 0°. Para medir un angulo, se coloca el punto central del
transportador sobre el vértice del angulo y uno de sus lados debe coincidir con la linea
del cero.

Situacion 3

Los sistemas de medicion de angulos establecen una unidad de medida que permite
establecer la magnitud de la abertura originada por el desplazamiento de la semirrecta
fija o lado inicial y el lado final. Los angulos se pueden medir utilizando sistemas de
P * medicién como los siguientes: Sistema centesimal, sistema sexagesimal y el sistema
radial (reconocido también como sistema internacional o circular). En este Curso
adoptaremos los dos Ultimos. Para interpretar los distintos sistemas de medicién
recurriremos a la circunferencia trigonométrica.

Llamamos circunferencia trigopnométrica o circunferencia unidad a aquella cuyo radio es
1y su centro lo ubicaremos en el origen de un sistema de coordenadas cartesianas.

Al considerar el radio de una unidad nos facilitara comprender distintas razones de un
angulo cualquiera.

Ahora estamos en condiciones de avanzar sobre las siguientes definiciones:

Sistemas de medicién de dangulos

Grado sexagesimal es la amplitud del
angulo resultante de dividir la
circunferencia en 360 partes
iguales.

medida. Para medir los angulos existen varios sistemas, siendo

los mas conocidos el sistema sexagesimal y el circular.

@ Sistema Sexagesimal: en este sistema la unidad de medida es el grado
sexagesimal que corresponde a dividir la circunferencia en 360 partes iguales que
se abrevia 1°; éste a su vez se divide en 60 partes iguales y 1°/60 corresponde a un
minuto sexagesimal que se abrevia 1”; éste a su vez se divide en 60 partes iguales

y 1°/60 corresponde a un segundo sexagesimal que se abrevia 1".

4 Un gonidmetro es un instrumento de medicién con forma de semicirculo o circulo graduado en 180° o 360°,
utilizado para medir o construir angulos.

s El cuadrante es un antiguo instrumento utilizado para medir &ngulos en astronomia y navegacion. Se llama
cuadrante porque consiste en una placa metalica con forma de cuarto de circulo.

¢ El sextante es un instrumento que permite medir angulos entre dos objetos tales como dos puntos de una
costa o un astro tradicionalmente, el Sol y el horizonte.


http://es.wikipedia.org/wiki/Goni%C3%B3metro
http://es.wikipedia.org/wiki/Cuadrante
http://es.wikipedia.org/wiki/Sextante
http://es.wikipedia.org/wiki/Instrumento_de_medici%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%ADrculo
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81ngulo
http://es.wikipedia.org/wiki/Astronom%C3%ADa
http://es.wikipedia.org/wiki/Navegaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81ngulo
http://es.wikipedia.org/wiki/Astro
http://es.wikipedia.org/wiki/Sol
http://es.wikipedia.org/wiki/Horizonte
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- 60 - 60
v
| grado | minuto |segundo|
| 4

- 3.600

- 60 - 60
¥
| hora I minuto lsegundol
4 kS I
1 60 : 60

Recordemos:

. Para pasar de grados a
minutos debemos multiplicar por 60.

. Para pasar de minutos a
grados debemos dividir por 60.

. Para pasar de grados a
segundos debemos multiplicar por
3600.

(] Para pasar de segundos a
grados debemos dividir por 3600.

V]

1°=60"'=3600" Un grado sexagesimal tiene 60 minutos: 1° = 60"; 1°=3600"

1' = 60" Un minuto sexagesimal tiene 60 segundos: 1' = 60"

Entonces:

Un angulo de 35° 60’ equivale a 2160’ y a 129600”. Para convertir a minutos
multiplicamos los 35° por 60 y obtenemos 2100’ adicionamos los 60’ y llegamos a
2160°. Para convertir a segundos a 35° los multiplicamos por 60, al resultado
obtenido lo multiplicamos por 60 y obtenemos 126000, nos falta convertir los 60’
para ello multiplicamos 60’ por 60 y obtenemos 3600” que debemos adicionar
obteniendo asi los 129600”.

Un angulo de 90° equivale a 5400’ y a 324000”.

Un angulo de 235° equivale a 14100’ y a 846000”.

7216’ equivalen a 120° 16’. Para convertir de minutos a grados dividimos por 60 y
obtenemos asi 120 y un resto de 16. La parte entera nos indica los grados, 120° y
a la parte decimal indica los minutos 16’.

Cada angulo de un triangulo equilatero mide 60°. Si lo deseamos convertir a minutos
debemos multiplicar el valor dado por 60.

Para indicar que un angulo mide 30 grados 10 minutos, 50 segundos, escribimos
30° 10’ 50”.

Sistema Circular

La circunferencia trigonométrica
gueda dividida en cuatro partes
iguales de 90° (g) cada una, que va
desde 0° hasta 360° (27), a las que
se denomina cuadrantes:

a

3’.-"

2

1°" cuadrante: 0° a 90°
2% cuadrante: 90° a 180°

3% cuadrante: 180° a 270°
4% cuadrante: 270 a 360°

En el sistema circular la unidad de medida es el radian.

El radian es un angulo central que tiene como lados 2 radios de una
circunferencia, cuyo arco es igual al radio de la circunferencia al cual

pertenece.

]

Observemos la siguiente imagen:

longitud = r

r representa el radio de la circunferencia trigonométrica.
La longitud de r es 1.
La longitud de r se mide desde el origen o centro de la circunferencia a cualquier
punto que pertenece a la circunferencia.
e 1 radidn es el arco de la circunferencia que es igual al radio de la

circunferencia.



1. Construya

V4

circunferencia de
radio 1 y determine:

Un radiéan representa en grados sexagesimales mide aproximadamente 57°
(57,2658... grados).
En general, cuando se dice que un angulo es igual a n-radianes, se quiere
expresar con ello que es el angulo central que corresponde a un arco de n
radianes.
Como la circunferencia tiene una longitud 2.7.r, resulta que la longitud de la
circunferencia expresada, en radianes es igual a 2m, 0 sea:

o longitud circunferencia = 2m radianes

o el angulo central total, o sea el angulo de 360° es igual a 2 angulos

©CoNOG AW

de 1 radian.
B
r
%
A
1 vudta= 360° 1 vudta= 2nrad
1°= 1/360 devudta 1rad = 1/2n de vuelta
Yovudta= 180° % vuelta = it rad

una Actividad N° 3
1.
2.

Analice la Situacién 1. Defina angulo nulo.

¢, Cuales son los sistemas de medicidon de angulos que utilizaremos en este
Curso?.

¢A qué llamamos circunferencia trigopnométrica?.

¢, Qué entendemos por medir un angulo?.

¢, Cual es la unidad de medida del sistema sexagesimal?.

¢ A cuantos minutos equivale 1°?.

¢ A cuantos segundos equivale 1°?.

Transcriba lo considerado en el apartado Recordemos.

¢,Cudl es la unidad de medida del sistema circular?.

10 ¢ A cuanto equivale un radian en grados sexagesimales?.
11. ¢ A cuanto equivale la longitud de la circunferencia expresada en en radianes?.
12. Un angulo de 360°, ¢ A cuantos radianes equivale?.

Actividad N° 4

2.

El centro,

Longitud del radio,

Trace dos segmentos desde el centro a dos puntos de la circunferencia,
Compare la longitud del arco formado entre los extremos de cada
segmento dibujado. ¢ El angulo formado es menor, mayor o igual a 1
radian?

Trace la circunferencia unidad en un sistema de ejes coordenados, y determine:
Longitud de la circunferencia en grados sexagesimales y en radianes.
Longitud de la circunferencia hasta el 1° cuadrante.

Longitud de la circunferencia hasta el 2° cuadrante.

Longitud de la circunferencia hasta el 3° cuadrante.

Longitud de la circunferencia hasta el 4° cuadrante.

Dibujar un angulo de 57° aproximadamente y comparar con un 1 radian.
Dibujar un angulo de 2r radianes e indique a cuantos grados
sexagesimales corresponde.

h. Dibujar un angulo de 3/47'r radianes e indique a cuantos grados
sexagesimales corresponde.

coop

@~pooow
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i. Dibujar un angulo de 1/41r radianes e indique a cuantos grados
sexagesimales corresponde.

% Actividades de 2. Completar el siguiente cuadro.

Produccién Orden Grados Minutos Segundos
a. 35°
b. 2500’
C. 5200”
d. 125°
e. 1890°
f. 36000’
g. 125300
h. 275°
I 524000”

Conversion entre sistemas de medicion

Para encontrar la relacién entre los sistemas sexagesimal y circular, utilizaremos la regla
de tres simple a partir de la siguiente relacién:
Recuerde: m es un numero 180° —> 7 radianes

irracional.

7 equivale aproximadamente a: Ejemplo: _ _
= (A cuanto equivale 360° en radianes?:

3,14159... _
180° —> 7 radianes
o .
n radianes equivalen a 180°. 360 x radianes
. 360°7 radi .
x radianes = % = 21 radianes
= ;A cuanto equivale 270° en radianes?:
Adoptando como unidad el radian, 180° — 7 radianes
resultan las siguientes medidas 270° —> x radianes

para los arcos que se detallan a
270°m radianes 3

continuacion: x radianes = e T radianes
= ¢ A cuanto equivale 45° en radianes?:
@  Circunferencia = 2r 180° — 7 radianes
45° —> x radianes

©  semicircunferencia= w

_T . 45°m radianes 1. .
@ cuadrante = x radianes = ————— = == radianes

P . 1 .
= (A cuanto equivale o radianes en grados?:

180° —> 7 radianes
1 .
x° —> o7 radianes
1 . ° o
4O = P radlar.les.180 _ 180 — 360
7 radianes 5 6
= (A cuanto equivale U radianes en grados?:
180° —> 7 radianes
6 .
x° —> o7 radianes
6
—m radianes . 180° 6.180°
x2 =2 = = 270°

7 radianes

P . 9 .
= ;A cuanto equivale 57 radianes en grados?:
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180° — m radianes
9 .
x° —> 57 radianes
9
—m radianes . 180° 9.180°
0 =2 = = o
x 7 radianes 810

La tabla muestra la conversion de los &ngulos més comunes.

Grados 0° 30° 45° | 60° | 90° 180° 270° 360°

Radianes 0 /6 ml4 | mi3 2 m 3m/2 2

Clasificacién de los angulos seglin su medida

Agudo < 90° Recto = 90° Obtuso > 90°

Ejemplo:

. Si a =362, entonces «
es un angulo agudo. -
. Si @ =969, entonces « Y

es un angulo obtuso. \
. Si @ = 1802, entonces a
es un angulo llano.

Llano = 180° Nulo = 0° Completo = 360°

¢ Un angulo es agudo si mide menos de 90°.
e Un angulo es recto si mide 90°.

¢ Un angulo es obtuso si mide mas de 90°

e Un angulo es llano si mide 180°.

¢ Un angulo es nulo si mide 0°.

¢ Un angulo se dice completo si mide 360°.

Otras consideraciones sobre angulos

S Z S oz z . A
un angulo esta en posicion normal o estandar, si su vértice se encuentra en el

inicial coincide con el eje positivo %.

1
1
. origen de un sistema rectangular de coordenadas cartesianas y su lado
1
1
1
1

A lo largo de esta guia
trabajaremos con &ngulos cuyos
vértices se encuentran en el origen
de un sistema de coordenadas
cartesianos, por ello vamos a

definirlos.

. El sistema de
coordenadas se divide en 4
cuadrantes.
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° Se dice que el angulo
esta en cierto cuadrante , si su
lado terminal se encuentra en
dicho cuadrante.

° Si el lado terminal
coincide con alguno de los ejes de
coordenados, entonces se trata de
un angulo cuadrantal.

iPare!

Vamos a
realizar
nuestra
segunda
Pausa
de
Recapitulacion.

Como podemos observar el angulo queda determinado por el lado final.
Otro tema que analizaremos, es el siguiente:

o
o
e
60
2

T x y Lado inicial *

270

Como podemos observar una forma de determinar un angulo coterminal es adicionar 360°
al angulo original. En nuestra imagen el angulo mide 30° y un angulo coterminal mide 30°
+ 360° = 390°. De hecho, para encontrar cualquier angulo coterminal podemos multiplicar
a 360° por cualquier nimero entero y sumarlo al angulo original. La siguiente expresién
nos ayuda a obtener los angulos coterminales positivos y negativos de un angulo dado:

B =a+360°k con k=0,41,42,43,.. 6 keZ

Un angulo coterminal al angulo de 30° pero negativo lo podemos obtener restando 360°.
En nuestro caso es 30° - 360° = -330°.
Actividad N° 5
1. Convertir los angulos del ejemplo anterior al sistema circular.
2. Complete el cuadro de clasificacion de éangulos incorporando los valores
correspondiente de los angulos en sistema circular.
Actividad N° 6
1. Encontrar 5 angulos positivos y 5 negativos coterminales con 210°.
2. Determinar en grados y radianes los angulos cuadrantales.

3. Dibuje un angulo de 90° y un angulo de -270°. ¢, Son iguales?.

Pausa de Recapitulacién

e Sumamos a nuestro glosario los siguientes conceptos:
Sistema sexagesimal
Sistema circular
Grado sexagesimal
Minuto sexagesimal
Segundo Sexagesimal
Radian
Angulo agudo
Angulo recto
Angulo obtuso
Angulo llano

O O O OO OO O0OO0OOo
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Angulo nulo

Angulo completo

Longitud total de la circunferencia en grado y en radianes.
Relacidn para convertir grados en radianes.

Angulo en posicién normal

Angulos coterminales

Angulos cuadrantales

Expresion para la obtencion de angulos coterminales.

O O O OO 0O OO0

Actividades de
Produccion

3. Completar el siguiente cuadro.

Orden Grados Radianes
a. 250°
b. 3n
4
VA
C. —
6
d. 350°
e. 160°
f m
5
g. 450
h. r
3
i 51
' 4
J- 0°
K. r
9
l. 540°
m. 2
n. 210°
0. 125°
4_11:
p. 3

4. Clasificar los siguientes angulos segun su medida.
Orden Angulo Tipo
a.




Guia de Aprendizaje de Trigonometria EDICION DIGITAL

f ;'
ﬁ—
@_

Si ha logrado comprender los conceptos analizados en este moédulo, avance al siguiente.
Continuamos...

Cierre del médulo

Triangulos

Iniciamos un nuevo recorrido. Ahora daremos tratamiento al tema Triangulos.
Comencemos definiéndolos.

Un triangulo esté determinado por:
e Tres segmentos de recta que se denominan lados.
e Tres puntos no alineados que se llaman vértices.

v' Los vértices se escriben con letras mayusculas.

v Los lados se escriben en mindscula, con las mismas letras de los vértices
opuestos. En algunas ocasiones utilizaremos letras del alfabeto griego para
nombrar a los angulos de un tridngulo.

Clasificacién de triangulos
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© Segln sus lados

Triangulo equilatero Triangulo isésceles Tridngulo escaleno
Tres lados iguales. Dos lados iguales. Tres lados desiguales.

© Segln sus angulos

Triangulo acutangulo Triangulo rectangulo Tridngulo obtusangulo

ANA A

Tres angulos agudos Un angulo recto (90°) Un angulo obtuso.
El lado mayor es la
hipotenusa.
Los lados menores son
los catetos.

Propiedades de los triangulos

Ejemplo:

Analicemos algunas de las propiedades de los triangulos que nos seran de
utilidad para resolver problemas de la vida real.
Continuemos...

1
i 1 Un lado de un triangulo es menor que la suma de los otros dos y i
i mayor que su diferencia. 1
1 1
i I
I 1

2-La sumade los angulos interiores de un triangulo es igual a 180°.

Un triangulo es rectangulo, acutangulo u obtusangulo, cuando el

I

1

- cuadrado del lado mayor es igual, menor o mayor que la suma
1

i de los cuadrados de los otros lados.

1

r

La propiedad 2 determina la siguiente igualdad:
A+ B+ C =180°
Debemos tener en cuenta que si el triangulo es rectangulo y A
corresponde al angulo recto se verifica:
B+C =90
Si el triangulo es equilatero cada uno de sus angulos verifica:
A =60°
B = 60°
C =60°
Analicemos las siguientes situaciones
Situacion 1
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L] Las siguientes desigualdades
correspondientes a los lados
de un triangulo se verifican:

a<b+cy a=b-c
b<a+cy b=2a-c
c<a+by c=a-b

Si los lados de un triangulo miden a=50cm, b =40cmyc =8 cm.
El cuadrado del lado mayor:
a? =502 = 2500
El cuadrado de los otros lados:
b% = 40?% = 1600
2=30% = 900
b% + ¢? = 2500
Vemos que se cumple a? = b? + ¢? entonces estos lados
corresponden a un triangulo rectangulo.
Situacion 2

Si los lados de un triangulo valena=12cm; b=10cmy c =8 cm.

El cuadrado del mayor es a? = 122 = 144.
Cuadrado de los otros dos lados:

b? =10% =100
c>= 8%2= 64
b% 4+ c? =164

Vemos que se cumple a? < b? + ¢? entonces corresponde a un
triangulo acutangulo.

Triangulos rectdngulos

Recuerda que, en cualquier
triangulo, la suma de las medidas
de los tres angulos vale 180°. Por
tanto, en cualquier triangulo
rectangulo, la suma de los dos
angulos agudos restantes suma
90°.

Un tridngulo es rectangulo cuando uno de sus angulos es recto, esto es, mide 90°. El
lado mayor de un triangulo rectangulo se llama hipotenusa mientras que los otros dos
lados se llaman catetos.

h N4

Teorema de Pitdagoras

© Este teorema, enunciado por el matematico griego Pitagoras en el siglo V a.C., es
uno de los resultados mas conocidos e importantes de la geometria y posee gran
cantidad de aplicaciones tanto en distintas partes de las matematicas como en

situaciones de la vida diaria.

El teorema se aplica a los tridngulos rectangulos, y dice lo siguiente:

@ Si llamamos "a" a la hipotenusa de un triangulo rectangulo y "b", "c" a los

catetos = a?=b?+ ¢?

A los grupos de tres nimeros "a", "b" y "c" que verifican a? = b2+ ¢? se les llama "ternas

pitagoéricas".

Analicemos las siguientes situaciones.
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Situacion 1

= Se conoce de un tridngulo rectangulo el valor de dos de sus ladosb=7cmyc

=3 cm. ¢ Cual es el valor de la hipotenusa?
El valor de la hipotenusa es:

a? =hb?+c?
a?=7>+32=494+9=756
a=+v56=17,483

Rta: El valor de la hipotenusa es de 7,483 cm.

Situacion 2

= Se conoce de un triangulo rectangulo el valor de la hipotenusa 5 cm y de uno

de sus lados b = 2 cm. ¢,Cual es el valor del lado faltante?

Utilizamos el teorema de Pitagoras:

a2 =b?+c?

52 = 22 4 (2
2 =52_22
c =+/21= 4,58

Rta: El lado ¢ mide 4,58 cm.

Situacion 3

= Con los siguientes datos calcular el lado faltante:

a=8cm

c=6c¢cm

Utilizamos el teorema de Pitdgoras:

a? = b2+ c?

82 = b%+ 6% =
b2=82_62
b =+29 =5,38
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Rta: El lado b mide 5,38 cm.

¢ Qué es un tridngulo?
¢, Cémo queda determinado un tridngulo?
¢,Cudles son los tipos de angulos de un triangulo?
Dibuje un triangulo y denote todos sus elementos.
¢,Como se clasifican los tridngulos segun sus lados?
¢,Como se clasifican los tridngulos segun sus angulos?
Liste las propiedades enunciadas de los tridngulos. Dar un ejemplo de cada
una.
¢A cuanto equivale la suma de los angulos interiores de un triangulo?
Dado un triangulo rectangulo, ¢ Se puede determinar el valor de cada uno de
sus angulos interiores? De un ejemplo gréafico y denote todos sus elementos.
10. En el apartado correspondiente al analisis de las propiedades de los triangulos
se proponen dos situaciones. ¢ Se anima a proponer una tercera situacion que
refleje el andlisis faltante?
11. Confeccione un listado de consideraciones para tener en cuenta sobre
triangulos rectangulos.
12. ¢Qué expresa el Teorema de Pitagoras?
Actividad N° 8
1. Complete los datos de todos los lados correspondientes a la imagen siguiente:

NoghrwdnE

© ®

2. Dada la siguiente imagen. Clasifique segun sus lados y segun sus angulos.
Indique el valor de cada &ngulo.

ln"

L

Pausa de Recapitulacion
e Sumamos a nuestro glosario los siguientes conceptos:
Triangulo.
Triangulo equilatero.
Triangulo iséceles.
Triangulo escaleno.
Triangulo acutangulo.
Triangulo rectangulo.
Tridngulo obtusangulo.
Propiedad de los lados de un triangulo.
Propiedad de la suma de los &ngulos interiores de un triangulo.
Hipotenusa.
Teorema de Pitdgoras.

iPare!

O 0O O O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOo

Vamos a realizar otra Pausa de
Recapitulacion.

@7 Actividades de 5. Clasificar los siguientes tridngulos segun sus angulos.
Lo Produccién | Orden | Triangulo | Segun sus angulos |
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a.
b. '

d. '

e’ A

f. '

g. r
6. Con los siguientes datos de un tridngulo rectangulo aplicar el Teorema de

Pitagoras.
Orden a b C

a. 9cm 7cm

b. 9cm 10 cm

C. 7,8 cm 3,4cm

d. 12 m 10,5 m

e. 22m 14 m

f. 17 cm 6 cm

g. 15cm 7cm

h. 11m 4m

i 2cm 3cm

Cierre del médulo

Si ha logrado comprender los conceptos tratados en este modulo, entonces estd en

condiciones de avanzar.
Sigamos el recorrido. .. l
Razones trigonométricas



Iniciamos un nuevo recorrido y comenzamos asi:

¢, Qué son las razones trigonométricas?

Hasta ahora conocemos una relacion entre los lados del triangulo rectangulo, el teorema
de Pitagoras ; y otra entre los angulos de cualquier triangulo: su suma es 180°.

Los angulos agudos de un tridngulo se relacionan con la medida de sus lados mediante
unos cocientes llamados razones trigonomeétricas.

Un cateto, en geometria, es cualquiera de los dos lados menores de un triangulo
rectangulo, los que conforman el angulo recto. El lado mayor lo denominamos
Hipotenusa (el lado que es opuesto al angulo recto). La denominacion de catetos e
hipotenusa se aplica a los lados de los triangulos rectangulos exclusivamente.

Debido a que un triangulo tiene tres lados, se pueden establecer seis razones, dos entre
cada pareja de estos lados. Las razones trigonométricas de un angulo agudo en un
triangulo rectangulo son las siguientes:

En la siguiente tabla te mostramos cuéles son estas razones trigopnométricas:

c Seno: razon entre el cateto opuesto al angulo y la hipotenusa.
a
b Coseno: razén entre el cateto adyacente al angulo y la hipotenusa.
B ¢ A Tangente: razdn entre el cateto opuesto al angulo y el cateto adyacente.

Cotangente: razén entre el cateto adyacente al angulo y el cateto opuesto.

(A angulo rectangulo  Secante: razon entre la hipotenusa y el cateto adyacente al &ngulo.
| B @ngulo agudo

AEA?C{ C angulo agudo Cosecante: razén entre la hipotenusa y el cateto opuesto al angulo.
a: hipotenusa Situacion 1 o . o )
[ b: cateto, opuesto al £ B Calculemos las distintas razones trigonométricas para el angulo B y C:
tc: cateto, opuesto al 4 C c ¢
a
b b a
B c A
A c B
cateto opuesto b cateto opuesto ¢
senB=————=— senC =——— = —
hipotenusa a hipotenusa a
cateto adyacente ¢ cateto adyacente b
cosB = : =— cosC = : =—
hipotenusa a hipotenusa a
cateto opuesto b cateto opuesto ¢
tanB = =- tanC = =
cateto adyacente ¢ cateto adyacente b
cateto adyacente ¢ cateto adyacente b
cotanB = = — cotanC = =—
cateto opuesto b cateto opuesto ¢
hipotenusa hipotenusa a
secB = =- secC = = -
cateto adyacente ¢ cateto adyacente b
hipotenusa a hipotenusa a
cosecB = ————=— cosecC = — = —
cateto opuesto b cateto opuesto ¢
Situacion 2

Calculemos las razones trigopnométricas para los angulos B y € del siguiente triangulo:

__ cateto opuesto 4 __ cateto opuesto 3

senB = = senC=———=—
hipotenusa 5 hipotenusa 5
cateto adyacente 3 cateto adyacente 4
cOsB=———"=- cosC = : —=
hipotenusa 5 hipotenusa 5
cateto opuesto 4 cateto opuesto 3
tanB=——=— tanC = =-
cateto adyacente 3 cateto adyacente 4
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c T cateto adyacente
a=5cm cotanB = ———
cateto adyacente 4
b=acm cateto opuesto cotan C = y _x
_3 cateto opuesto 3
A c=3cm B B 4'
hipotenusa 5 hipotenusa 5
secB=——F——=— secC = =-
cateto adyacente 3 cateto adyacente 4
hipotenusa a hipotenusa 5
cosecB=——=— cosecC=——==
cateto opuesto b cateto opuesto 3
v Actividad N° 9

¢, Qué son las relaciones trigonométricas? Y ¢,Cudles son?.
Confeccione un cuadro que defina las razones trigonométricas para los angulos By C
correspondiente al tridngulo rectangulo de la siguiente imagen:

o

B c A

Determinar las distintas razones trigonométricas para el angulo a (letra griega alfa), con
los datos de la siguiente imagen:

a

¢, Qué relacdn existe entre los lados de un tridngulo rectangulo?.

¢, Qué expresa el Teorema de Pitagoras?.

Dado un triangulo rectangulo. ¢ Se pueden establecer los valores correspondientes a
todos sus angulos?.

Circunferencia trigonométrica

Ya hemos introducido someramente este tema. A continuacion, realizaremos un
desarrollo méas profundo con el objeto de que identifiques la utilidad de la circunferencia
trigonométrica para determinar el signo y los valores de las distintas razones
trigonométricas de angulos rectangulos.

R Repasemos...
. La circunferencia trigonométrica es aquella inscrita en el plano cartesiano con centro en
el origen y radio igual a 1 y que nos es de utilidad para definir razones trigopnométricas.

r=1 r=1

Representacion Pasos

En el plano cartesiano dibujar una circunferencia de radio 1 con centro en el origen del
plano cartesiano.
x Identificar los vértices de la circunferencia y dar sus coordenadas. Observe que de la
j , identificacion de los vértices obtenemos que las siguientes distancias son iguales:

|04] = |0B| = |04 = [0B = 1

Trazar un segmento desde el origen a un punto genérico P sobre la circunferencia de
coordenadas (x,y). Si analizamos la distancia de |ﬁ| = 1 dado que el punto P pertenece
a la circunferencia.

50 Trazar un segmento paralelo al eje y de origen en P y que intercepte el eje %,
\ denominaremos al punto que se obtiene de interceptar el eje ¥ Q, el que tendra

L
\J

coordenadas (x,0). Por lo tanto, la longitud del segmento |W| =y.

AE(1,0) 9 A=(1,0) _ A
j Trazamos el segmento 0Q y de esta forma obtenemos el triangulo OPQ. Identificamos
B=(0-1) de este triangulo un angulo de lado inicial en el segmento 0Q y lado final en el segmento
OP que denominamos a. Recuerde que OP = 1y lalongitud del segmento |W2’| = x. Por
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lo tanto, el angulo a del triangulo rectangulo tiene como cateto opuesto a y, cateto
adyacente a x e hipotenusa de longitud 1.
Trazamos una recta punteada paralela al eje ¥ y que pase por el vértice A que

denominamos Linea tangente. Proyectamos el segmento OP hasta que corte Lty
R A
obtenemos el punto R. Trazamos el segmento RA. Se forma el triangulo de vértices ORA,

A
el cual es semejante al triangulo de vértices OPQ dado que sus angulos son iguales. De
la circunferencia trigonométrica podemos identificar: El origen del plano cartesiano
gue coincide con el centro de la circunferencia que sefialamos con la letra O.
Los vértices de la circunferencia A cuyas coordenadas son (1,0). Este vértice es
conocido como origen de arcos.
El vértice B tiene coordenadas (0,1); es conocido como origen de complementos.
A Lt la denominaremos eje tangente.
ael angulo de lado inicial 0Q y lado final OP que se denomina arco dirigido en posicion
normal, en este caso es positivo.
Un punto genérico P de coordenadas (X,y).

Un segmento OP de longitud 1 que denominaremos hipotenusa del triangulo de vértices
A

OPQ y que es el lado final del &ngulo a. Un segmento 0Q de longitud x, que es el cateto
adyacente al angulo a.

Un segmento PQde longitud y, que es el cateto opuesto al angulo a.

Recordemos que el objetivo principal es tratar de trasladar las propiedades de triangulos
rectangulos para intentar encontrar el signo y facilitar el célculo de las lineas
trigonométricas correspondientes a cualquier angulo.

En cada una de las situaciones siguientes y cada vez que utilicemos la circunferencia
trigonométrica recuerda analizar los catetos opuesto y adyacente, y la hipotenusa.

Situacion 1

Sea a =302, encontrar a partir de la circunferencia trigonométrica las razones
trigonométricas sena,cosay tana.

Graficamos la circunferencia trigopnométrica para a« = 30

cateto opuesto  PQ ¥

senq = —— =—=
hipotenusa op 1

cateto adyacente 0Q x

cosa = - ===

hipotenusa op 1

cateto opuesto PQ y

tana = ===-

cateto adyacente (QQ X

Situacion 2

e Sea a = 1202, encontrar a partir de la circunferencia trigonomeétrica él y
tana.
Graficamos la circunferencia trigopnométrica para a = 120
catetoopuesto PQ y
seng=———=—="2
hipotenusa op 1
cateto adyacente 0Q —x
cosqg=—F———=—=—
hipotenusa op 1

catetoopuesto PQ y
tanqga=———————— = —= ——
cateto adyacente (0Q x

Situacion 3
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e Sea a = 2009 encontrar a partir de la circunferencia trigonométrica él

sena,cosaytana.
. Graficamos la circunferencia trigonométrica para a = 200
/ g\ cateto opuesto PQ -y
seng =—————— =—=—
R hipotenusa gP 1

cateto adyacente 0Q —x
P osq=—y——————— = —=—
3 hipotenusa op 1

u catetoopuesto PQ y

tanaga =——— =—=—

cateto adyacente 0Q x

Situacion 4

e Sea a =3109, encontrar a partir de la circunferencia trigonométrica él
sena,cosaytana.
Graficamos la circunferencia trigonométrica para a = 310

B\ catetoopuesto PQ -y

sen@=——— = —=——
f L o hipotenusa op 1
NG '

A cateto adyacente 0Q x
(in cosqg=—y——————==—=—
=N hipotenusa op 1
u cateto opuesto  PQ y
tang=———=—=—=
cateto adyacente (0Q X

/ Actividad N° 10
1. Reconstruya con lapiz y papel los pasos para construir la circunferencia
trigonométrica e identifique:
a. Veértices de la circunferencia
b. Punto P que pertenece a la circunferencia.
c. Segmento |0P|
d. Distancia del segmento |0P|
e. Segmento 0Q
f. Coordenadas del punto Q.
A

g. Triangulo OPQ
h. Angulo a
i. Lineatangente
. Punto R

A
k. Triangulo ORA
2. Siguiendo el procedimiento utilizado en las situaciones 1, 2, 3 y 4; calcular las
razones trigonométricas para 40°, 130°, 210° Y 290°.

Signos de las razones trigonométricas segun el cuadrante

En el primer cuadrante, vemos que: el cateto adyacente se ubica sobre el eje x, asi que
lo denominaremos "X"; al cateto opuesto, que se ubica sobre el eje y, lo llamaremos "y".
La hipotenusa, que es el radio de la circunferencia, la designaremos "r".

cateto opuesto y cateto adyacente X cateto opuesto y

SERE = Thipoenusa ri COSH =T sa T Getoadyacente  x

PRIMER CUADRANTE:

Ya que "X", "y", "r", son positivas, entonces, Todas las razones trigonométricas en el
primer cuadrante son positivas.

sen cosec tan cotan COS sec
+ + + + + +

En el segundo cuadrante, el cateto adyacente cae sobre el eje negativo de las x,
mientras que el cateto opuesto sigue sobre el eje positivo de las y. El radio (la


http://www.lacoctelera.com/trigo07/post/2007/09/08/signos-las-funciones-trigonometricas-segun-cuadrante

hipotenusa) sigue siendo positiva en todos los cuadrantes. Por lo tanto: el coseno, la
tangente y sus inversas (secante y cotangente) tienen resultados negativos.

y ..... \\\
’ \ .. i sen cosec tan cotan COS | seC

als = = —

sen cosec tan

s

En el tercer cuadrante, tanto el cateto adyacente como el cateto opuesto tienen sus
signos negativos, ya que caen sobre la parte negativa de los ejes. En este caso la
tangente (y su inversa, la cotangente) resultan positivas.

cotan COs secC

ar ar — —

En el cuarto cuadrante, el cateto adyacente vuelve a estar sobre el eje positivo de las
X, mientras que el cateto opuesto sigue sobre el eje negativo de las y. En este caso, las

rt Unicas razones cuyo resultado sera positivo son el coseno y la secante.
tan @ cotan | cos sec

™~ sen cosec
: II x+ = — _ _ + +
\ /
cuadrantes sen - cosec COS - sec tan - cotan
Il |
+ - - + - +
1| AV
- 5 i + )

\
\ - ) //.

Situacion 1
Encontrar los signos de las razones trigonométricas de un angulo de 60°.

Como es un angulo correspondiente al primer cuadrante el seno, coseno y

tangente son positivas.

Situacion 2
Encontrar los signos de las razones trigonométricas de un dngulo de 140°.

Este &ngulo pertenece al segundo cuadrante el seno es positivo y el coseno y

la tangente negativos.

Situacion 3
Encontrar los signos de las razones trigonométricas de un angulo de 250°.



Guia de Aprendizaje de Trigonometria EDICION DIGITAL

El &ngulo corresponde al tercer cuadrante por lo tanto el seno y el coseno son
negativos y la tangente positiva.
Situacién 4
»= Encontrar los signos de las razones trigonométricas de un angulo de 330°.
Este angulo corresponde al cuarto cuadrante por lo tanto el seno y la tangente
son negativos y el coseno es positivo.

Actividad N° 11
/ 1. Confeccione un resumen que exponga el signo por cada uno de los cuadrantes
para las 6 lineas trigonométricas.
2. Sin calcular determinar el signo de las lineas trigopnométricas para angulos de
40°, 130° y 220° y 350°.
Razones trigonométricas de @02, 902, 1802, 2702, 360°

Para encontrar las razones trigopnométricas de 0°, 90°,180°, 270°, 360° (angulos cuadrantales) interpretaremos los
resultados correspondientes utilizando la circunferencia trigonométrica. Recordar identificar de cada caso el cateto

A
opuesto, el adyacente y la hipotenusa del triangulo OPQ, que seran de utilidad para determinar la razon
correspondiente.

Para 0°
OP=1,PQ=00Q=1
cateto opuesto 0
sen2=————=—=
hipotenusa 1
1 cateto adyacente 1
cos02=——=—=1
hipotenusa 1
catetoopuesto 0
tan02=—7——=—=0
cateto adyacente 1
: =i A, cateto adyacente 1
A P=Q=R cotan02=———=—
\ cateto opuesto 0
= Nodef.
B hipotenusa 1
sec)b=————=— =
< Lt cateto adyacente 1
hipotenusa 1
cosec02 =—— = — = Nodef.
cateto opuesto 0
Para 90° cateto opuesto 1
— — — sen902 = ————=—-=
OP=1,PQ=1,0Q=0 hipotenusa 1
4 cateto adyacente 0
05902 =——"—"——=—=
P hipotenusa 1
cateto opuesto 1
tan9 02 = ——— = — = No def.
cateto adyacente 0
cateto adyacente 0
¢ ~ %%\ Ay cotan9 o - EEDATYACOTE _~
cateto opuesto 1
hipotenusa 1
sec902 = ———— = —=Nodef.
B cateto adyacente 0
hipotenusa 1
Lt cosec90=——=—=
he catetoopuesto 1
Para 180°
cateto opuesto 0
sen180¢= ———=—=
hipotenusa 1
cateto adyacente —1
cos1800 =————=—=-1
hipotenusa 1
cateto opuesto 0
tan1808=———=—=0
cateto adyacente —1
cateto adyacente —1
cotan1802 = —— = — = Nodef.
cateto opuesto 0
hipotenusa 1
sec1802 = =-1

cateto adyacente  —1



£
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OP=1,PQ=0,0Q0=-1

.

) P olay A R
A E/ R
B
v Lt

Para 270°

OP=1,PQ=-1,0Q0=0

4

Lt

Para 360°

OP=1,PQ0=000=1

A'Q

Lt

hipotenusa 1

cosec1802 = ——— = — = Nodef.
cateto opuesto 0
cateto opuesto —1
sen2700 = ——=—=-1
hipotenusa 1
cateto adyacente 0
c0s2700=——"—"—=—=

hipotenusa 1
cateto opuesto -1

tan27 oY = = Nodef_
cateto adyacente 0
cateto adyacente 0
cotan2702=—=—=0
cateto opuesto -1
hipotenusa 1
sec2702=——— = — = No def.
cateto adyacente 0
hipotenusa 1
cosec2700=———=—=-1
cateto opuesto —1
cateto opuesto 0
sen3602=—— =— =
hipotenusa 1
cateto adyacente 1
c0s3602=————=-—=1
hipotenusa 1
catetoopuesto 0
tan3600= ——— " _ _ _
cateto adyacente 1
cateto adyacente 1
COtan3 609 == NO def_
catetoopuesto 0
hipotenusa 1
sec360=—— —_ —
cateto adyacente 1
hipotenusa 1
cosec3 602 = =— = Nodef.

cateto opuesto 0

Al final todos llegamos con nuestros valores, que resumimos aqui:

Actividades de
Produccion

(0 90° 180° 270° 360°
seno 0 1 0 -1 0
coseno 1 0 -1 0 1
tangente 0 No def. 0 No def. 0
cotangente | No def. 0 No def. 0 No def.
secante 1 No def. -1 No def. 1
cosecante No def. 1 No def. -1 No def.

Actividad N° 12

1. De cada una de las situaciones analizadas en este apartado determinar:

a. Cateto opuesto PQ
b. Cateto adyacente 0Q
c. Hipotenusa OP
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Razones trigonométricas para angulos de 302, 452, 60°

Para 30°

Grafiguemos en la circunferencia trigonométrica un angulo de 30°. Para calcular las
razones trigonométricas necesitamos conocer el cateto opuesto PQ, el cateto adyacente
0Q y la hipotenusa OP, que como coincide con el radio de la circunferencia OP = 1.Para
encontrar el valor de PQ, vamos a proyectar el segmento PQhasta cortar la
C|rcunferenC|a y obtendremos un punto S. Si observamos ahora tenemos un triangulo
b equnatero OPS ’S cuyos angulos son de 60° cada uno y con sus tres lados iguales por lo
que OP=1,05S=1,y PS = 1. A partir de PSpodemos obtener PQ como el valor medio
de PS, entonces PQ = EPS, por lo que PQ = EPS = ;. 1= ;. Nos resta averiguar el

[

dRk

cateto adyacente 0Q utilizando el Teorema de Pitagoras determinamos que el valor del
J—) p— 2 p— —2 —2 —2
cateto adyacente es OP =PQ + 0Q , despejando obtenemos 0Q =PQ +0Q =

Lt

2 _
12 — G) despejando 0Q = \E = ? Con todos los datos podemos encontrar todas las

razones trigonométricas.

1
cateto opuesto IPQI 7 1
sen302=— ===
hipotenusa loP| 12
— V3
N cateto adyacente 0Q 3~ V3
c0s300=———mm—————— = — =2 =
hipotenusa oP 1 2
— 1
P cateto opuesto P 5 1
tan3 0o = acooPuesto _PQ _ 3 _ 1
A cateto adyacente 0Q V3 V3
« 4 > 2
K>I/ teto ad te 0Q K]
s cateto adyacente =5
cotan309=—y===i=\/§
catetoopuesto pg 1
2
M = hipotenusa oP 1 2
sec300=——— =—=—=—
catetoadyacente 0Q 3 /3
2
hipotenusa oP 1
cosec300=—=—=—=2
cateto opuesto pQ 1
2

Para 60°

Grafiqguemos en la circunferencia trigonométrica un angulo de 60°, y a partir de esta
A
grafica observamos que el triAngulo que se forma OP'Q’ es coincidente con el triAngulo

A
P OPQ que trabajamos para un angulo de 30°. Pero para un angulo de 60° el cateto
opuesto va a coincidir con el valor del cateto adyacente del angulo de 30° y el cateto
koo , adyacente de 60° va a coincidir con el cateto opuesto de un angulo de 30°. Para este

caso WzO_Q’zé y sz'Q'zg Con estos datos construimos las razones
trigonométricas.

A

Lt

— 3
6 catetoopuesto P'Q° 5 V3
sen g = = ==
hipotenusa OP’ 1 2
- 1
catetoadyacente 0Q’' 75 1
COS609:_—y=:Q=l=—
hipotenusa op 1 2
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Actividades de
Produccion

PIQI ‘J_E
tan6 02 = = % =43
oo 1
2 1
cateto adyacente 0Q 3 1
cotan6 09 = Y ¢_2_1
cateto opuesto  p'Q’ Q V3 V3
2
hipotenusa OP’ 1
sec600=————=—-=—-=12
cateto adyacente 0Q’ 1
2
hipotenusa o°P' 1 2
cosec60? = = =—=—
catetoopuesto P'Q’ 3 3
2

Para 45°

Grafiguemos en la circunferencia trigonométrica un angulo de 45° vy a partir de esta
grafica observamos que el angulo opuesto a a también mide 45°, por ello los lados

opuestos a estos angulos son iguales, entonces PQ = 0Q. Aplicando el Teorema de
—2
Pitagoras podemos encontrar el valor de estos segmentos que, obtenemos OP =

—_— —_2 —_— [ —
PQ +0Q ,comoOP = 1yaPQ, 0Q los denotaremos con la variable x obtenemos 12 =
x% + x? entonces si despejamos el valor de x nos queda x = % Por lo tanto PQ = %

. . —_— 2 .
racionalizando obtenemos que PQ =§. Con estos datos construimos las razones
trigonométricas.

— V2
450 = cateto opuesto _ PQ _ 7~ E
S ST = Thipotenusa _op 1 2
— V2
452 = cateto adyacente  0Q 35 V2
OS5 TNipotenusa _ op 1 2
— V2
cateto opuesto 4 2
tan45¢=——"—— =—"—=-"*>-=1
cateto adyacente 0 V2
2
V2
cateto adyacente Q" <
cotan4 59 = ==
cateto opuesto  p’ V2
2
450 hipotenusa oP 1 2
sec450=——7""—""" —— = ="
cateto adyacente 0Q 2 /2
2
450 hipotenusa or 1 2
cosec450= —  —_— = =
catetoopuesto PQ V2 2
2

Actividad N° 13

1. De cada una de las situaciones analizadas en este apartado determinar:
a. Cateto opuesto PQ
b. Cateto adyacente 0Q
c. Hipotenusa OP

Razones trigonométricas de angulos complementarios.

5
Recordemos que dos angulos a 'y B son complementarios si su suma es igual i
a 90° es decir si: 1

1
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a+p =90°
. L S B
B 9 .
A Sia y fsuman 90° entonces se cumple 90 —a =8 090 -8 =a.
AD Para angulos complementarios valen las siguientes identidades.
BT A N . . ., < A -z - 1A’
A T e " En la circunferencia los triangulos rectangulos APQ vy el tridngulo rectangulo AP’'Q’ son
iguales por tener la hipotenusa y un cateto iguales. Las siguientes razones
= trigonométricas de los angulos complementarios a y 90° — a son:
L sen(90°— a) = cos a

c0os(90°— @) = sena
tan(90°— a) = cotana
cosec(90°—a) = seca
sec(90°— a) = cosec a
cotan(90°—a) = tana
Situacion 1
= sen 60?2 =cos30° =
= tan70° = cotan 20° = 2,75
»  cosec 452 = sec452 =+/2

3

N

Razones trigonométricas de angulos suplementarios

Recordemos gue dos angulos a 'y B son complementarios si su suma es igual

1
1
! a 180°, es decir si:

r
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
L

a+p =180°

A A
En la circunferencia los triangulos rectangulos APQ vy el triangulo rectangulo AP'Q’ son
iguales por tener la hipotenusa y un cateto iguales. Las siguientes razones
trigonométricas de los angulos complementarios ¢ y 1802 — a son:

sen(1802 — a) =sen a

B cos(1801 —a) = —cosa
) tan(180° — @) = —tan

2N, cosec(1802 — @) = cosec a

A\’ ¢ " sec(1802 — @) = —sec a

\ cotant(1802 — @) = —cotan a

B Si observamos las conclusiones arribamos a que dos angulos suplementarios tienen los

Lt senos iguales y los cosenos y tangentes opuestos.
Ejemplo:
NE]

= sen 1202 = sen 60° = >

= c0s1502 = —cos302 = —0,86.

=  cotan 1202 = —cot60° = — ?
. o
Actividades de Actividad N 14_ . o ;
Producciéon 1. Confeccione un cuadre que resuma las razones trlgonometrlcas para angulos

complementarios y suplementarios. Para cada una de ellas construya la
circunferencia trigonométrica.

Identidades Trigonométricas

| R T T . |
! Las identidades trigonométricas son igualdades en las que intervienen i
. razones trigonométricas, verificables para cualquier valor que pudieran I
1 1
i tomar los angulos sobre los que se aplican las razones intervinientes. i
1 1
e o o o o e e e e e -



1) sen’a +cos?a =1

na
2)tana =
cosa
cosa
3)cotana =
sena
4)seca =
cos a
1
5)coseca =
sena

6) cotana = ;

ana

El siguiente cuadro resume las seis identidades fundamentales, a saber:

Dsena+cos?a=1 _tosa 1
) 3) cotana = 5) cosec a =
sena sena
sena
2)tana = 4)seca = 6) cotana =
sa cosa tana

Este cuadro no es de mucha utilidad para deducir conociendo el valor de la razén
trigonométrica a que angulo corresponde. También nos aporta relaciones que nos
facilitaran encontrar las razones trigonométricas mediante la utilizacién de calculadora.
La mayoria de las calculadoras nos permiten calcular el seno, el coseno y la tangente;
pero no poseen teclas para la cotangente, secante y cosecante.

Situacion 1

» Sisena = 0,5 calcular las restantes lineas trigonométricas.
Aplicando la identidad sen? a + cos? a = 1obtenemos:
0,52+ cos?a =1
cos’a=1-0,52
cosa =+1-—0,52=0,86
Aplicando la identidad tana = % obtendremos la tangente:

tana = W = 0,58

, obtendremos la cotangente:
t _ 086 1,72
cotana = 05 =1,

Para obtener la secante utilizamos sec a =

cosa

Aplicando cotan a =
sena

cosa

1
seca _O,R =1,16

Obtenemos la cosecante al aplicar cosec a = .

— 1 =2
COSECQ—O’S—

Situacion 2
Determina si existe un angulo x en el | cuadrante que satisfaga cos x = 0,5.
sen?x +
Utilizamos la relacién fundamental que liga el seno y el coseno de un angulo:
cos?x=1
En nuestro caso
sen?x +0,52 =1
Despejando sen x, obtenemos: sen x = /1 — 40,52 = 0,8660
Por lo tanto, despejando x tenemos: x = sen™! 0,8660 = 60°.
Como 60° es un angulo que corresponde al primer cuadrante hemos dado respuesta a
lo solicitado.
Situacién 3
Determine su existe un angulo x cuya tan x = —§y el angulo pertenece al Ill cuadrante.

Teniendo en cuenta que el angulo solicitado pertenece al Il cuadrante y que el signo de
la tangente en el Il cuadrante es positivo, podemos afirmar que no existe ningun angulo
gue cumpla con las condiciones solicitadas.
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Identidades de paridad

Las siguientes igualdades son conocidas como identidades de paridad. Para
deducirlas utilice la circunferencia trigopnométrica. El angulo —a representa el
angulo opuesto de a.

[ T e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 1
e sen(—a) = —sena !
| |
i cos(—a) = cosa i

i
!o tan(—a) = —tana i
| |
© cosec(—a) = — coseca i
| |
© sec(—a) = seca i
| |
1o cot(—a) = —cota I
e |

Observando el cuadro podemos concluir que los angulos opuestos tienen los cosenos
iguales y los senos y tangentes opuestos.
Ejemplo:

e Elsen(—30° = —sen30°.

e Latan(—75° = —tan75°.

e Elcos(—175° = cos(175).

Usando Calculadora...
Para obtener las razones trigonométricas de un angulo las calculadoras cientificas

tienen las teclas “sin”, “cos”, “tan”, correspondiente a las razones trigonométricas seno,
coseno y tangente.

Si el angulo esta expresado en grados, la calculadora tiene que estar en modo “DEG”.
Si estamos trabajando con radianes el modo debe estar seteado en “RAD”.

Para pasar de grados, minutos y segundos a grados y viceversa utilizar la tecla “°”,
esta nos permite introducir en la calculadora un angulo dado en grados, minutos y
segundos. La calculadora nos da, automaticamente, una expresion decimal de la
medida del angulo (en grados).

Para pasar de una expresion decimal de grados a grados, minutos y segundos, se utiliza
la secuencia “INV” “”” (“INV” 6 “SHIFT” dependiendo de la calculadora).

Para calcular un angulo conocida una razdn trigonométrica utilizaremos la tecla “sen™?”
6 “arcseno” que suele corresponder a la secuencia “INV” “SIN”. Analogamente para
coseno y tangente. Para obtener la razén trigonométrica de la cotangente, secante y
cosecante debe recordar las siguientes identidades trigopnométricas:

o Sseca =

cosa
o coseca =

sena

O cotana =
tana

\ Activi Actividad N° 15
ctividades de . . . . s
% Produccién 1. Confeccione un cuadro que resuma las identidades trigonométricas y de

paridad.
iPare! Vamos a realizar una Pausa de Recapitulacion.
vatos .2 Pausa de Recapitulacion
Pausa de o En esta pause dejamos a su criterio la incorporacion al glosario de los

Recapitulacion. términos que considere no debe olvidar.

Produccién

% Actividades de Actividades Obligatorias

7. Resolver las lineas trigonométricas de triangulos rectangulos con las siguientes
caracteristicas. Recuerde que a representa la hipotenusa.
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Orden a b c sena cos a tan a sen B cos B tan B
a. 9cm 7cm
b. 9cm 10cm
c. 7,8 cm 3,4cm
d. 12m 10,5 m
e. 22m 14 m
f. 17cm 6cm
g 16 m 5m
h a4m 11m
i 2cm 3cm

8. Completar el siguiente cuadro (expresar en razones):
Lados Angulos Razones Trigonométricas
Orden
a b © B C sena | cosa | tana | senB | cos B tan B
a. 12cm 60°
b. 24 cm 500
c. 15cm 30°
d. 3cm 36°
e. 61cm 42°
f. 35cm | 40°
g. 6 cm 37°
h. 20 cm 30°
i 26 cm 56°

9. Encontrar las razones trigonométricas teniendo en cuenta los datos y
condiciones establecidas para los &ngulos.

Orden Dato Condicién Razones Trigonométricas
sena | cosa tan a
1 T
a. sena = /2 0<7r<§
T
b. cosa:—ﬁ/z E<a<7t
c. tana = 2 T<g< 3_”
2
d. V3 | 3@
cotan @ = ——- - <a<2m
- b3
e. seca =3 0O<m<—
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f. 3v5

cosec @ = ——— BSUSTZS

10. Encontrar las razones trigonométricas para los siguientes angulos, expresar el
resultado en razones se sugiere utilizar la circunferencia trigonométrica.

Orden Angulo Razones Trigonométricas
sen a cos a tan a coseca seca cotana
a. 135°
b. 240°
C. 330°
d. -240°
e. -360°
f. -45°

11. Sin utilizar calculadora resolver las razones trigonométricas indicadas siempre
y cuando estas existan.
Orden Angulo Resultado

cot 452
sen 02

sec 02
cot—602
cos 90¢
sec —2702
tan 452
cotan 902
sec —45°2

S|lQ| e |e(e|o| e

Cierre del médulo

Esperamos ya haya logrado comprender los contenidos tratados en este modulo, si es
asi, entonces estamos en condiciones de avanzar.
Sigamos con el recorrido que hemos propuesto. ..

Resolucién de triangulos rectangulos

r = > . 1
Resolver un triangulo rectdngulo es encontrar las medidas de sus tres lados y

tres &ngulos a partir de algunos de ellos que son conocidos. Necesitamos

1
1
I
1
1
1
i
. un lado y un angulo distinto del recto.
1

1
1
i
1
1
para resolver triangulos rectangulos conocer dos lados del triangulo o bien |
1
1
1
1
4

r

= Para calcularlos hay que emplear algunas de las siguientes relaciones:
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60

C
A+ B+ C=180°
a a’ = b* + ¢?

b b c b
senB=— cosB=— tanB =-—
a a c
C—C C—b C—c
B C A sen =2 cos =3 tan =%

Para resolver triangulos rectangulos también nos seran de utilidad entender el concepto
de angulos de elevacion o depresion.

[ =rmommmem————m et 1
I Unangulo de elevacion es aquel medido desde la horizontal, al que una i
i persona tendria que elevar la linea de su visién para ver un objeto. i
1 1
i Un angulo de depresion es aquel medido desde la horizontal, al que una !
i persona tendria que bajar la linea de su visién para ver un objeto. I
e 1

Las siguientes imagenes ilustran los dos casos:

LINEA DE VISION
N
V ANGULO DE

\ ELEVACION LINEA HORIZONTAL
' LINEA HORIZONTAL {
ANGULO DE 'o‘
A" DEPRESION ‘A\ y
>
VISUAL O LINEA DE”
VISION
Figura 1: www.aulafacil.com Figura 2: www.aulafacil.com

Te proponemos otra imagen para analizar:

H=(Dxtgx) + A

A altura
del observador

D distancia al arbol

Es momento de analizar las siguientes situaciones:
Situacién 1
e Un arbol de 50 m de alto proyecta una sombra de 60 m de larga. Encontrar el
angulo de elevacion del sol en ese momento.
Primeros intentamos esbhozar un grafico de la situacion planteada:
Como datos del tridngulo rectdngulos tenemos el cateto opuesto y el cateto adyacente.
La linea trigonométrica que involucra estos dos datos en la tangente, por lo tanto:

o 50 . .
tana = — =0,83 > a = tan™1(0,83) = 3924820"

CA_ 60

Una vez determinado el angulo estamos en condiciones de encontrar las otras lineas
trigonométricas.
Situacion 2


http://www.aulafacil.com/
http://www.aulafacil.com/

c=15

A

= Hallar las razones trigonométricas del angulo agudo menor de un triangulo
rectangulo si la hipotenusa mide 5 cm y uno de los catetos mide 3 cm. En este
caso ya tenemos todos los datos necesarios para resolver el triangulo
rectangulo.

En nuestro caso tenemos los siguientes datos:
a =5 - hipotenusa
b = 3 - cateto
c="7? -cateto
Utilizamos el teorema de Pitagoras
a? =b% +c?

52 =32 4+ ¢?
c2="52_32
c=vV16=4

Para encontrar las razones trigonométricas del menor angulo agudo se
entiende que como a menor lado se opone menor angulo por lo tanto debemos
calcular las razones correspondientes al angulo B.
cateto opuesto 3

senB = ===0,6
hipotenusa 5
cateto adyacente 4
cosB = : ===0,8
hipotenusa 5
cateto opuesto 3
tanB = =—-=0,75
cateto adyacente 4
cateto adyacente 4
cotanB = =—=1,33
cateto opuesto 3
hipotenusa 5
secB = =-=1,25
cateto adyacente 4
hipotenusa 5
cosecB=——=—=1,67
cateto opuesto 3

Hemos encontrado las razones trigopnométricas, ahora podemos encontrar el
valor de cada angulo del triangulo.
Con los datos aportados por la razén trigonométrica del seno vamos a
despejar y obtener el valor del angulo B:
senB=0,6 >B=sen 10,6 = 36¢

Utilizando la propiedad de la suma de los angulos interiores de un triangulo y
que el angulo A es recto encontramos el valor del otro angulo:

A+ B+ C =180°

90°+ 36°+ C = 180°

C = 180°—90°— 36° = 54°

Situacién 3
=  Tenemos un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 8 y 15 metros. Hallar
las razones trigonométricas del angulo agudo mayor.

En este caso:

a="?
b=8
c=15

Utilizando el teorema de Pitagoras obtenemos el valor del lado que nos falta.
a? =h?+c?
a? = 8% + 152
a? =289
a=+289=17



Para encontrar las razones trigonométricas del mayor angulo agudo se
entiende que como a mayor lado se opone mayor angulo por lo tanto debemos
calcular las razones correspondientes al &ngulo C.

C—15 0,88
senC =-5~0,

cosC = 0,47

Ez
15
tanC = ? =~ 1,87

cotanC = 0,5 3

E%
17
secC = ? =~ 2,12

c—17 1173
cosec —15~ ,

Ahora encontraremos el valor de los dos angulos agudos del triangulo
despejando C de la razén trigonométrica del seno y obtenemos:
senC~0,88 - C=sen 10,88 =61°

Utilizando la propiedad de la suma de los angulos interiores de un triangulo y
gue el angulo A es recto encontramos el valor del otro angulo:

A+ B+ C =180°

90°+ B + 61° = 180°

B =180°—90°— 61°=29°

Situacioén 4
Resolver el triangulo rectangulo cuya hipotenusa es 45 metros y el &ngulo B
es de 22°,

Datos:

a=145

b="?

c="?

A =90°

B =22°

C =180°-90° - 22° = 68°

Para encontrar el lado b utilizaremos la raz6n trigopnométrica seno porque

involucra el lado y el valor de la hipotenusa:

cateto opuesto
senB = ———
hipotenusa

b
- sen22°=g—> b =sen22°%45 = 16.86m

Para encontrar el lado c utilizaremos la razén trigonométrica coseno porque
involucre el lado y el valor de la hipotenusa:

cateto adyacente
cosB = - -
hipotenusa

c
cos22°= I —>c=1c0522°%45=41,72m

Actividad N° 16

1.
2.
3.

¢, Qué entendemos por resolver tridngulos rectangulos?

¢, Qué datos son necesarios para resolver tridngulos rectangulos?

Confeccione un cuadro donde sintetice las relaciones que son de utilidad para
resolver tridngulos rectangulos.

¢, Qué relacion, propiedad o Teorema utilizard si los datos que se le aportan son
dos catetos?
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5. ¢Qué relacion, propiedad o Teorema utilizard si los datos que se le aportan son

la hipotenusa y un cateto?

6. ¢Qué relacion, propiedad o Teorema utilizard si los datos que se le aportan son

la hipotenusa y uno de los angulos agudos?

7. ¢Qué relacion, propiedad o Teorema utilizara si los datos que se le aportan son

un cateto y uno de los angulos agudos?
jPare!
Vamos a realizar la ultima Pausa de Recapitulacion.
Pausa de Recapitulacién

cuenta de este modulo.

\ Actividades de

&5

Produccion

12. Resolver los siguientes problemas que involucran tridngulos rectangulos.

e Sume al glosario los términos que considere le seran de utilidad para tener en

Orden Angulo Resultado

a) | Resolver un tridangulo rectangulo e isdsceles en el que la hipotenusa vale 9 m.

b) Resolver el tridngulo que tiene un cateto de 8 cm y cuya hipotenusa mide 12
cm.

o Resolver el triangulo cuya hipotenusa mide 27 cm y uno de sus angulos es de
309.

d) Resolver el tridngulo ABC del que se conocen losladosa=40myb=32myel
angulo B = 1239,

e) Resolver el triangulo ABC del que se conocen sus tres lados:a=20m, b =15m
yc=26 m.

f Resolver el tridngulo ABC del que se conocen losladosa=9myb=17myel
angulo C =502,
Resolver el tridangulo ABC del que se conocen los dngulos A =402y B = 552y el

gl lado ¢ =50 m.

h) Resolver el tridngulo ABC del que se conocen losladosa=20myb=15myel
angulo A =50].

i Hallar la longitud de la sombra de un arbol de 10 m de altura cuando los rayos
del sol forman con la horizontal un angulo de 159.

. Calcular la longitud de la sombra de un arbol de 18 m de altura cuando el angulo

) gue forman los rayos solares con el suelo es de 229.

K) Una escalera de 8,2 m esta apoyada en una pared de forma que alcanza una
altura de 6 m. ¢Qué angulo forma con el suelo?

) Una escalera de 6,5 m de longitud se apoya sobre una pared vertical formando
con ella un angulo de 182. ¢Cudl es la altura que alcanza?

m) Calcular el angulo de elevacion al sol, si una persona que mide 165cm de 51°
estatura proyecta una sombra de 132cm de largo a nivel del suelo.
Un constructor desea construir una rampa de 8m de largo que se levanta a una

n) | altura de 1.65m sobre el nivel del suelo. Encuentre el angulo de larampa con la | 12°
horizontal.
Un cable esta sujeto a lo alto de una antena de radio y a un punto en el suelo

o) | horizontal que esta a 40m de la base de la antena. Si el alambre hace un angulo | 75,48 mts
de 589, con el suelo, encuentre la longitud del alambre.
Desde un punto al nivel del suelo y a 135 metros de la base de una torre, el

p) | dngulo de elevacion a la parte mas alta de la torre es 579. Calcular la altura de | 207,88

la torre.




Guia de Aprendizaje de Trigonometria EDICION DIGITAL

Una banda transportadora de 9 metros de largo puede bajar o subir
hidraulicamente hasta un angulo de 409, para descargar pasajeros de las

a) aeronaves. Hallar la altura maxima sobre la plataforma a que la banda >,79 mts
transportadora puede llegar.
La estructura natural mads alta hecha por el hombre, en el mundo, es una torre

9 transmisora de televisién situada en Fargo, Dakota del Norte. Desde una 614 18 mts
distancia de 1600 metros a nivel del suelo, su angulo de elevacién es de 219. ! )
Determinar su altura en metros.

5) Desde un punto A que esta a 8.2 metros sobre el nivel del suelo, el angulo de 4,93 mts.

elevacion a la parte alta de un edificio es de 312. Encuentre la altura del edificio.
Una escalera que mide 6.6 metros se apoya en un edificio y el angulo entre
t) | ambos es de 222, Calcular la distancia del pie del edificio hasta donde se apoya | 2,47 mts.
la escalera en el suelo.

El extremo superior de una escalera esta apoyado en una pared de forma que
u) | alcanza una altura de 3mts. Siforma un angulo 512 con el suelo, ¢Cual es el largo
de la escalera?

Un observador se encuentra en un faro al pie de un acantilado. Esta a 687m
sobre el nivel del mar, desde este punto observa un barco con un angulo
depresion de 232. Se desea saber a qué distancia de la base del acantilado se
encuentra el barco.

Largo de la
escalera 3,86 mts.

La distancia de la
base es 291,61
mts.

v)

Cierre del moédulo

Perimetro y Areas de figuras geométricas

A continuacién, le presentamos un cuadro que resumen de perimetros y areas de distintas figuras geométricas. Previo
a ello recordemos que:

Perimetro y Area
Triangulo
Perimetro: a+ b +c
< base X altura c.h
Area; = ——=—
2 2
(o}
Cuadrado
Perimetro: 4.a
Area: = lado x lado = a?
. a A=
2
a
Rectangulo
I?erl'metro: 2.a+2b
Area: = base X altura =ab




Rombo
Perimetro: 4a
diagonal mayor x diagonal menor ef

Area: = =
2 2

o

Circunferencia
Perimetro: 2.mw.1r

Area: m.r?

Hemos finalizado esta Unidad, esperamos que haya logrado comprender los contenidos tratados en este maédulo. El
estudio de las razones trigonométricas es realmente atrapante y de mucha utilidad para modelizar situaciones de la
vida real que necesitaran de célculos, mediciones y estimaciones. Esperamos haber contribuido a refrescar estos
temas que tendran un tratamiento recurrente a lo largo de la carrera elegida.

Gracias por acompafiarnos.

7.
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